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林 大 学 数学 所 获得 博士 学 位 . 现任 吉林 大 学 数学 学 院 教授 , 博士 
生 导 师 , 吉林 省 数学 会 常务 理事 , 《吉林 大 学 学 报 理学 版 》 编 委 . 
主要 研究 环 的 结构 理论 及 Jacebi 猜测 等 . 著 有 《高 等 代数 》( 与 
牛 凤 文 、 原 永久 合 著 . 高 等 教育 出 版 社 , 2006). 


马 晶 “辽宁 省 沈阳 市 人 , 生 于 1978 年 12 月 ，2005 年 于 吉 
林 大 学 数学 所 获得 博士 学 位 . 2005 年 9 月 至 2007 年 .9 月 在 山 
东 大 学 数学 与 系统 科学 学 院 从 事 博 士 后 研究 工作 . 现任 吉林 大 
学 数学 学 院 副教授 , 主要 从 事 代数 学 和 数论 方面 的 研究 . 


译 者 厅 


线性 代数 教材 非常 多 , 这 本 Linear Algebra Done Right 肯定 
”是 最 具 特 色 、 最 流行 的 线性 代数 教材 之 一 . 原 书 1996 年 出 版 了 
第 1 版 , 1997 年 出 版 了 第 2 版 , 到 2008 年 已 经 印刷 了 i1 次 , 被 
30 多 个 国家 的 220 多 所 高 等 院 校 用 作 教 材 . 

本 书 的 主要 内 容 是 向量 空间 和 线性 算 子 . 描述 线性 算 子 的 
结构 是 线性 代数 的 中 心 任务 之 一 , 传统 的 方法 多 以 行列 式 为 工 
具 ， 作 者 认为 行列 式 既 难民 ,又 不 直观 , 还 缺少 动机 , 致使 思路 
曲折 , 从 而 掩盖 了 线性 代数 的 本 质 . 因此 , 本 书 完 全 抛 开 行列 式 ， 
采用 更 直接 、 更 简捷 的 方法 阑 述 了 线性 算 子 的 基本 理论 , 这 种 独 
特 的 方法 可 以 帮助 学 生 更 加 深刻 地 理解 线性 算 子 的 结构 . 作者 
认为 这 才 是 恰当 的 方法 . 

本 书 虽 然 是 线性 代数 的 第 二 课程 的 教材 , 但 是 它 起 点 低 , 由 
浅 入 深 , 论述 详细 , 无 需 线 性 代数 方面 的 预备 知识 即 可 学 习 , 因 
此 很 适合 作 自 学 教材 和 参考 书 . 本 书 还 对 一 些 术 语 、 结论 、 数 学 
家 、 证 明 思 想 和 局 示 等 做 了 注释 , 这 不 仅 增 加 了 趣味 性 , 而 且 加 
强 了 读者 对 一 些 概念 和 思想 方法 的 理解 . 

本 书 的 内 容 大 致 相当 于 我 国 高 校 数 学 院 系 高 等 代数 课程 一 
个 学 期 的 教学 内 容 . 本 书 在 内 容 编 排 和 处 理 方法 上 与 国内 通行 
的 做 法 大 不 相同 , 是 一 本 很 好 的 参考 书 , 对 我 国 高 等 代数 课程 的 
教学 、 教 研 、 教 改 都 有 很 好 的 借鉴 作用 . 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 , 我 们 得 到 了 作者 Sheldon Axler 教授 
及 吉林 大 学 研究 生 郭 宏 博 和 李 建 涛 的 帮助 , 特此 致谢 . 

由 于 译 者 的 中 文 和 英文 水 平 都 有 限 , 因此 译文 难免 有 词 不 
达意 之 处 , 欢迎 读者 指正 . 


译 者 
2008 年 10 月 
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致 教 师 


你 可 能 正 准 备 给 学 生 讲 授 第 二 门 线性 代数 课程 . 学 生 在 第 
一 次 接触 线性 代数 时 , 可 能 只 是 学 习 了 网 氏 空间 和 甜 阵 , 而 现在 
本 课程 强调 抽象 的 向量 空间 和 线性 映射 

需要 对 本 书 这 个 大 胆 的 书 名 (Linear hlgebra Done Right) 做 
一 些 解释 . 几乎 所 有 的 线性 代数 书 都 使 用 行列 式 来 证 明 : 有 限 维 
复 向 量 空间 上 的 线性 算 子 都 有 本 征 值 . 但 是 , 行列 式 既 难 懂 又 不 
直观 , 而 且 其 定义 的 引入 也 往往 缺少 动机 . 为 了 证 明 复 问 量 空间 
上 本 征 值 的 这 个 存在 性 定理 ， 大 部 分 教科 书 都 必须 先 定义 行列 
式 , 再 证 明 一 个 线性 映射 不 可 逆 当 且 仅 当 它 的 行列 式 等 于 0, 然 
后 定义 特征 多 项 式 . 这 种 曲折 的 (折磨 人 的 ?) 思路 根本 不 能 让 
学 生 领 会 为 什么 本 征 值 一 定 存 在 . : 

与 此 相反 , 本 书 所 给 出 的 不 使 用 行列 式 的 简单 证 明 更 直观 . 
本 书 把 行列 式 放 在 了 最 后 ,这 就 开辟 了 一 条 通 往 线 性 代数 的 主 
要 目标 理解 线性 算 子 结构 的 新 途径 . 

本 书 从 线性 代数 的 初步 知识 讲 起 , 除了 一 般 的 数学 基础 之 
外 ， 不 再 需要 更 多 的 预备 知识 .本 书 大 部 分 习题 都 需要 理解 书 
中 的 证 明 , 即使 学 生 已 经 接触 过 本 书 前 几 章 中 的 一 些 内 容 , 他 们 


也 会 不 习惯 做 本 书 所 提供 的 这 种 类 型 的 习题 


。 第 1 章 给 出 了 疝 量 空间 的 定义 , 并 且 阐 述 了 它们 的 基本 
性 质 . 

。 第 2 章 定 义 了 线性 相关 、 张 成 、 基 、 维 数 , 并 给 出 了 有 限 
维 癌 量 空间 的 基础 理论 . 

第 3 章 引 入 了 线性 映射 . 这 一 章 的 主要 结果 是 , 线性 映射 
的 零 空 间 的 维 数 加 上 值 域 的 维 数 等 于 定义 域 的 维 数 . 

第 4 章 给 出 了 多 项 式 的 部 分 理论 , 这 是 理解 线性 算 子 所 
必需 的 . 如果 在 课堂 上 把 本 章 的 证 明 都 讲 一 所 (本 章 没 
有 线性 代数 内 容 ), 那么 线性 代数 的 某 些 重要 内 容 可 能 就 
没 时 间 讲 了 . 学 生 应 该 已 经 熟悉 本 章 关 于 多 项 式 的 这 些 
定理 , 因此 可 以 要 求 他 们 只 看 结果 的 陈述 而 不 看 证 明 . 当 
然 , 好 奇 的 学 生还 是 会 看 其 中 的 一 些 证 明 的 , 这 也 正 是 本 
书包 含 这 些 证 明 的 原因 . 

。 第 5 章 引 入 了 本 征 向 量 , 这 源 日 将 线性 算 子 限制 到 更 小 
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的 子 空间 上 来 研究 的 思想 . 本 章 的 精彩 之 处 是 复 向 量 空 
间 上 本 征 值 存在 性 的 简洁 证 明 . 我 们 还 利用 这 个 结论 ,证 清 
明了 复 向 量 空间 上 的 线性 算 子 关 于 某 个 基 有 上 三 角 和 矩阵 ， < 
用 类 似 的 方法 , 证 明了 实 向 量 空间 上 的 线性 算 子 都 具有 1 .| 
维 或 2 维 的 不 变 子 空间 , 并 利用 此 结果 , 证 明了 奇数 维 实 。 ”入 
向 量 空间 上 的 线性 算 子 都 有 本 征 值 . 我 们 的 这 些 证 明 都 < 
不 需要 定义 行列 式 和 特征 多 项 式 . > 
。 第 6 章 定义 了 内 积 空 间 , 阐述 了 它们 的 基本 性 质 并 介绍 
了 一 些 标准 工具 , 如 规范 正 交 基 、 格 拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 1 
过 程 以 及 伴随 . 本 章 还 介绍 了 如 何 利用 正 交 投影 来 解 某 。 
些 极 小 化 问题 


第 7 章 的 精彩 之 处 是 谱 定 理 , 它 刻 画 了 本 征 向 量 可 以 组 
成 规范 正 交 基 的 线性 算 子 . 有 了 前 几 章 的 工作 , 本 章 的 证 ， 
明 都 特别 简单 ， 这 一 章 还 讨论 了 正定 算 子 、 线 性 等 距 同 。  ， 
第 8 章 引 入 了 极 小 多 项 式 、 特征 多 项 式 以 及 广义 本 征 向 3 
量 , 主要 成 果 是 用 广义 本 征 向 量 来 描述 复 向 量 空间 上 的 3 
线性 算 子 . 利用 这 个 描述 可 以 证 明 出 几乎 所 有 通常 要 使 
用 Jordan 形 来 证 明 的 结果 . 例如 , 用 这 些 工具 我 们 证 明 
了 复 向 量 空间 上 的 可 道 线性 算 子 都 有 平方 根 . 本 章 最 后 
证 明了 复 回 量 空间 上 的 线性 算 子 都 有 Jordan 形 . 
第 9 章 的 核心 是 实 向 量 空间 上 的 线性 算 子 . 此 类 算 子 可 
能 没有 本 征 值 , 而 2 维 不 变 子 空间 弥补 了 这 一 不 足 , 从 而 
可 以 得 到 与 复 向 量 空间 类 似 的 结果 . 
在 第 10 章 中 , 我 们 利用 特征 多 项 式 给 出 了 迹 和 行列 式 的 
定义 (前 面 定义 特征 多 项 式 时 并 未 使 用 行列 式 ). 在 复 向 
量 空间 上 , 这 些 定义 还 可 以 用 另 一 种 方式 来 陈述 : 迹 是 所 
有 本 征 值 之 和 , 行列 式 是 所 有 本 征 值 之 积 (两 种 情况 都 计 
重 数 ). 传统 的 处 理 方法 是 利用 行列 式 来 证 明 本 征 值 的 存 
在 性 , 这 不 可 能 得 到 这 些 好 记 的 定义 . 我 们 现在 的 处 理 方 
法 也 使 得 行列 式 的 一 些 标准 定理 变 得 更 加 清楚 . 我 们 利 
用 极 分 解 和 自 伴 算 子 的 刻画 导出 了 多 重 积分 的 换 元 公式 ， 
这 就 使 得 行列 式 在 其 中 的 出 现 看 起 来 非常 自然 . 

通过 取 F 表示 实数 域 或 复数 域 , 本 书 经 常 同时 发 展 实 问 量 
空间 和 复 向 量 空间 上 的 线性 代数 理论 . 也 可 以 采用 抽象 的 域 , 但 


这 只 会 增加 抽象 性 而 不 会 导出 线性 代数 的 任何 新 内 容 . 只 考虑 
实数 和 复数 的 另 一 个 理由 是 , 可 视 多 项 式 为 真正 的 函数 , 而 不 必 
像 在 有 限 域 上 那样 把 多 项 式 看 作 更 形式 化 的 对 象 . 最 后 还 有 一 
点 , 即使 理论 的 开始 部 分 可 以 在 任意 域 上 展开 , 但 是 内 积 空间 还 
是 会 把 我 们 的 讨论 拉 回 到 实 疝 量 空间 和 复 同 量 空 间 . 

即便 是 这 么 薄 的 一 本 书 , 你 也 不 要 指望 能 把 所 有 内 容 都 讲 
完 . 一 学 期 讲 完 前 八 章 就 已 经 是 一 个 雄心 劲 劲 的 目标 了 .， 如果 
一 定 要 讲 到 第 10 章 , 我 建议 快速 讲 完 第 1 章 、 第 2 章 和 第 4 章 
(学 生 可 能 在 以 前 的 课程 中 学 过 这 些 内 容 ), 并 跳 过 第 9 章 (在 这 
样 的 情况 下 , 你 就 只 能 在 复 问 量 空间 上 讨论 迹 和 行列 式 ). 

提高 学 生理 解 和 熟练 运用 线性 代数 知识 的 能 力 要 比 讲授 任 
何 一 套 特 殊 的 定理 都 更 重要 . 数学 只 能 做 着 学 , 好 在 线性 代数 有 
很 多 好 的 作业 题 . 在 教 这 门 课程 时 , 我 通常 每 次 课 留 两 三 道 习 题 
作为 作业 , 要 求 到 下 次 课时 交 . 讲解 作业 大 概要 占用 一 节 课 的 三 
分 之 一 甚至 -一半 的 时 间 . 

有 一 份 包含 全 部 练习 题 答 案 的 手册 可 供 (免费 ) 使 用 , 但 只 
提供 给 使 用 本 书 作为 教材 的 教师 . 教师 可 以 给 我 发 E-mail 索取 
该 手册 (也 可 以 和 Springer 出 版 社 联 系 ). 

请 到 我 的 网 站 上 查看 本 书 的 勘误 表 (我 希望 它 是 空 的 或 者 
几乎 是 空 的 ) 和 其 他 信息 . 

如 果 你 能 告知 本 书 中 的 错误 , 哪怕 是 很 小 的 错误 , 我 都 会 十 
分 感激 . 欢迎 为 本 书 的 改进 提出 建议 , 哪怕 是 细微 的 改进 . 请 随 
时 和 我 联系 . 

祝 你 教学 愉快 ! 


Sheldon Axler 
美国 旧金山 州立 大 学 数学 系 
美国 旧金山 CA 94132 


上 -mall: axlermath .sfsu.edu 
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本 


致 学 生 


你 可 能 要 学 习 第 二 门 线性 代数 谋 程 . 在 你 第 一 次 接触 线性 
代数 时 , 学 习 的 重点 可 能 是 欧 氏 空间 和 和 矩阵. 而 本 书 关 注 的 是 同 
量 空间 和 线性 映射 . 这 些 术 语 以 后 会 定义 的 , 所 以 即使 你 现在 不 
了 解 这 些 术语 的 含义 也 没关系 . 本 书 从 线性 代数 的 初步 知识 讲 
起 , 不 需要 线性 代数 方面 的 任何 基础 . 关键 是 你 要 潜心 于 严谨 的 
数学 , 尤其 要 深入 地 理解 定义 、 定 理 、 证 明 . 

别 指望 读数 学 书 能 像 读 小 说 一 样 . 要 是 你 不 到 一 小 时 就 读 
完 一 页 的 话 , 那 就 可 能 读 得 太 快 了 . 当 遇 到 “你 应 该 验证 ”这 样 
的 话 时 , 你 的 确 需 要 自己 动笔 来 验证 一 下 ， 有 些 证 明 步 骤 被 省 略 
了 , 你 要 将 其 补充 完整 . 对 每 一 个 定义 都 要 仔细 琢磨 , 用 心 体会 . 
对 每 一 个 定理 都 要 试 着 举例 说 明 为 什么 定理 中 的 假设 都 是 必要 
的 . 

请 到 我 的 网 站 上 得 看 本 书 的 勘误 表 (我 希望 它 是 空 的 或 者 
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第 1 章 回 量 空间 


线性 代数 主要 研究 有 限 维 向 量 空 间 上 的 线性 映射 ， 这 些 术 
语 的 含义 我 们 以 后 会 搞 清 楚 的 . 本 章 将 给 出 向 量 空间 的 定义 , 并 
讨论 问 量 空间 的 基本 性 质 . 

在 某 些 数学 领域 , 包括 线性 代数 , 如 果 在 研究 实数 的 同时 也 
研究 复数 , 就 会 得 到 更 好 的 定理 , 而 且 理 解 也 会 更 深刻 . 因此 , 我 
们 先 介绍 复数 及 其 基本 性 质 . 


瑞士 数学 家 欧 
拉 (Leonhard 
Euler) 于 1777 
年 最 先 使 用 符 
号 i 来 表示 
Y= 


81.1 复 数 


你 应 该 已 经 熟悉 实数 集 及 的 基本 性 质 ， 复 数 的 发 明 使 得 
我 们 可 以 对 负数 取 平 方 根 . 关键 思想 是 假定 --1 有 平方 根 , 记 
为 i, 并 按照 通常 的 算术 法 则 对 i 进行 运算 . 形式 上 , 一 个 复数 
i number) 就 是 一 个 有 序 的 数 对 (a,b), 其 中 ab e R, 
但 是 我 们 把 它 写成 a 十 下. 把 所 有 复数 构成 的 集合 记 为 C: 


C = {at+bi: abeR)}. 


名 ae 及 , 则 将 c+0 和 wa i 于 是 可 以 将 R. 看 作 


C 的 一 个 子 集 . 
人 


(a 十 好 ) 十 (cc 十 di) 王 (a 十 cj 十 (十 di 
(a+ b(t dad) = (ac— bd) + (ad be), 


其 中 a,b, c,d e RR. 在 这 样 的 乘法 下 , 你 应 该 验证 这 = -1. 不 要 
去 背 上 面 的 复数 乘法 公式 , 只 要 记 住 i2? = -1 并 利用 通常 的 运 
算法 则 就 可 以 推导 出 这 个 公式 . 

利用 熟知 的 实数 的 性 质 , 你 应 该 验证 , C 上 的 加 法 和 乘法 满 


是 以 下 性 质 : 


交换 性 (commutativity) 

对 所 有 wz EC, 都 有 凤 十 z=z 十 册 ，Uz 二 zw; 
结合 性 (associativity) 

对 所 有 Z1, 22, 23 人 C, 都 有 

(和 十 2Z2) 十 Z3 三 十 (22 十 23)，(Z122)z3 二 Z1(Z223); 
单位 元 (identities) 

对 所 有 ze C, 都 有 zz 十 0 二 z，z1 一 &; 
加 法 逆 (additive inverse) 

对 每 个 z e C, 都 存在 唯一 一 个 w € C, 使 得 z 十 w= 0; 


乘法 逆 (multiplicative inverse) 
对 每 个 zEC，:z 0, 都 存在 唯一 一 个 内 EC, 使 得 zw = | 
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分 配 性 质 (distributive property) 
对 所 有 入 ,w,z EC, 都 有 A(w +z) = 入 w 十 入 z. 


对 z€ C, 以 -z 表示 z 的 加 法 逆 . 因而 , -> 是 使 得 
Zz 十 (一 Zz) 二 0 
的 唯一 复数 . C 上 的 减法 定义 为 
WwW—Z= ww 二 (一 Z)， 


其 中 ww, z EC. 
对 z€ C,z 关 0, 以 1/z 表示 zz 的 乘法 逆 . 因而 , 1/z 是 使 得 


A 
的 唯一 复数 . C 上 的 除法 定义 为 
w/z = wl1/z), 


其 中 w,z € C,z@0. 
为 了 使 给 出 的 定义 和 证 明 的 定理 对 于 实数 和 复数 都 适用 , 我 
们 将 采用 如 下 记号 : 


本 节 中 下 总 表示 RR 或 C. 


于 是 , 如 果 我 们 在 F 上 证 明了 一 个 定理 , 那么 将 其 中 的 下 换 成 
R 或 C, 定理 照样 成 立 . 下 中 的 元 素 称 为 标量 (scalar).“ 标 量 ” 
就 是 数 的 意思 . 通常 用 标量 来 强调 一 个 对 象 是 数 , 而 不 是 癌 量 
(马上 就 给 出 问 量 的 定义 ). 

对 z EF 及 正 整 数 m, 我 们 把 z" 定义 为 m 个 z 的 乘积 : 


(We) / 


选用 字母 下 是 
因为 及 和 C 
都 是 所 谓 域 
(field) 的 例子 . 
本 书 并 不 讨论 
R 和 C 之 外 
的 域 . 线性 代 
数 中 很 多 对 及 
和 C 成 立 的 定 
义 、 定 理 、 证 明 
对 任意 域 都 照 
样 成 立 . 
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很 多 数学 家 称 
长 度 为 n 的 组 
为 n 元 组 (tu- 
ple). 


81.2 ”向 量 空 间 的 定义 


在 给 出 向 量 空间 的 定义 之 前 先 来 看 两 个 重要 的 例子 . 癌 量 
空间 R? 可 以 看 作 一 个 平面 , 它 由 所 有 有 序 实数 对 构成 : 


R= {(x,y) :x,y eR)}. 


向 量 空间 Rs 可 以 看 作 通 常 的 空间 , 它 由 所 有 有 序 三 元 实数 组 构 
成 ; 
Ra = {(2,y,2) : 2,y,z € RY. 


为 了 把 R?2 和 R3 推广 到 更 高 维 , 需要 先 讨论 组 的 概念 . 设 
n 是 一 个 非 负 整 数 . 长 度 (length) 为 n 的 组 (list) 是 按 序 排 
列 、 用 逗号 隔 开 并 且 两 端 用 插 弧 插 起 来 的 n 个 对 象 (可 以 是 数 、 
其 他 组 或 者 更 抽象 的 东西 ). 一 个 长 度 为 n 的 组 具有 如 下 形式 : 


[1 和 大 


于 是 , 长 度 为 2 的 组 是 有 序 对 , 而 长 度 为 3 的 组 是 有 序 3 元 组 . 对 
于 7€ {1,…,n}, 称 zi 是 上 述 组 的 第 j 个 坐标 (coordinate). 
因此 , zi 称 为 第 一 个 坐标 , xz 称 为 第 二 个 坐标 , 依 此 类 推 . 

有 时 候 我 们 只 说 组 (list) 而 不 指明 其 长 度 . 但 要 记 住 , 根据 
定义 , 每 个 组 的 长 度 都 是 有 限 的 , 这 个 长 度 是 一 个 非 负 整数 . 因 
此 , 形 如 


(zl T2,**) 


的 对 象 不 是 组 , 或 许可 以 称 其 具有 无 限 长 度 . 长 度 为 0 的 组 形 
如 : (); 将 其 视 为 组 , 可 使 一 些 定理 避免 平凡 的 例外 . 

两 个 组 相等 当 且 仅 当 它们 长 度 相同 并 且 对 应 的 坐标 相等 . 也 
就 是 说 ，(z1,… ,zm) 等 于 (gj,… ,yn) 当 且 仅 当 mm = n 并 且 
TX1 = Yi ,Tm = Ym-: 

组 与 集合 有 两 点 不 同 : 组 是 有 顺序 并 且 人 允许 重复 的 , 而 对 于 
集合 来 说 , 顺序 和 重复 都 无 关 紧 要 . 例如 , 组 (3,5) 和 (5, 3) 是 不 
相等 的 , 但 是 集合 {3,5} 和 {5, 3} 是 相等 的 . 组 (4,4 和 (4, 4, 4) 
是 不 相等 的 (它们 的 长 度 不 同 ), 而 集合 {4, 4} 和 {4, 4, 4} 都 等 于 
集合 {4}. 


六 区 a 2 - Pr 、 eR. 9 
人 
区 :时 人 二 NE 人 让 ， RN 

A 


i 


a te ee ham 和 要 
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要 定义 R? 和 R3 的 高 维 相似 物 , 只 要 用 下 (等 于 及 或 C) 
代替 R, 并 且 用 任意 正 整数 代替 2 或 3 即 可 . 特别 地 , 在 本 节 的 
其 余部 分 , 我 们 将 固定 一 个 正 整 数 n. 定义 F" 为 下 中 元 素 组 成 

PF essd(or 
例如 , 若 下 = R 并 且 nn 等 于 2 或 3, 则 Fn 的 这 个 定义 与 前 面 
R2 和 Rs3 的 定义 是 一 致 的 . 又 如 , C4 是 所 有 含 4 个 复数 的 组 所 
构成 的 集合 : 


C“ 至 { (Zz1, 22) 23, Z4) : Z1, 22,23, 4 GE C 上. 


若 n > 4, 则 将 Rn" 想象 成 一 个 物理 对 象 并 非 易 事 . 如 果 我 
们 讨论 复数 , 也 会 有 同样 的 问题 : C1 可 以 看 成 一 个 平面 , 但 是 
对 于 ”> 2, 人 类 的 大 脑 不 能 产生 C" 的 几何 模型 . 不 过 即使 mn 
很 大 , 我 们 仍 可 以 在 FE" 上 进行 代数 运算 , 而 且 就 像 在 R?2 或 者 
R3 上 一 样 地 容易 . 例如 , F* 上 的 加 法 可 以 通过 相应 坐标 相 加 来 
定义 : 


Ll 


) Tn) 十 (21 , Yn ) = (x1 Dh 二 


如 果 我 们 采用 单个 字母 来 表示 含有 m” 个 数 的 组 , 而 不 明确 


地 写 出 每 一 个 坐标 , 那么 F" 上 的 数学 通常 会 变 得 更 简洁 . 因此 ， 
F" 上 的 加 法 交换 性 可 以 表述 成 : 对 所 有 z,y Ee 了 " 都 有 


Z 十 yy 三 十， 
而 不 必 更 繁琐 地 写成 (即使 在 证 明 交 换 性 时 需要 下 面 这 个 公式 ): 
对 所 有 Pr Ul" Ye 都 有 


(ZX1,*: , Tn) + (Y1,* , Yn ) = (9 , Yn) 十 (Z1) 人 


如 果 用 单个 字母 来 表示 F" 中 的 一 个 元 素 , 那么 在 必须 列 出 坐标 
时 , 通常 用 带 有 适当 下 标的 同一 字母 来 表示 其 中 的 坐标 . 例如 
车 ze HE", 则 令 z 等 于 (z1,… ,zn) 就 是 很 好 的 记 法 . 如 果 可 能 
的 话 , 只 讨论 z 而 省 略 具体 的 坐标 会 更 好 . 


关于 生活 在 R? 
中 的 生物 如 何 
感知 R3 的 有 
趣 描 述 ， 可 读 
一 读 Edwin A. 
Abbott 所 著 的 
Flatland: A 
Romance of 
Many Dime- 
nsions. 这 部 
1884 年 出 版 的 
小 说 可 以 帮助 
像 我 们 一 样 生 
活 在 三 维 空间 
中 的 生物 想象 
四 维和 更 高 维 
的 物理 空间 . 
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用 0 表示 长 度 为 n, 且 所 有 坐标 都 为 0 的 组 : 


注意 , 我 们 用 两 种 不 同 的 方式 使 用 符号 0 一 一 在 上 式 的 左边 , 0 
表示 一 个 长 度 为 1 的 组 , 而 在 右边 , 每 个 0 部 表示 -个 数 . 这 种 
有 可 能 引起 混乱 的 做 法 实际 上 不 会 产生 任何 问题 , 因为 上 上 下文 
会 表明 0 指 的 是 什么 . 例如 , 考虑 陈述 : 对 于 了 "的 加 法 单位 元 
0 有 ， 


Z 十 0 王 和 ，2EEE ， 


这 里 0 必然 是 一 个 组 , 因为 我 们 从 未 定义 过 F* 中 元 素 ( 即 zx) 
与 数 0 的 和 

图 形 往往 有 助 于 直观 .因为 我 们 很 容易 把 R? 勾画 在 如 纸 
或 黑板 这 样 的 二 维 表 面 上 ， 所 以 我 们 可 以 通过 画图 来 描绘 这 个 
空间 .，R2? 上 的 典型 元 素 是 点 x = (zi,zz)， 有 时候 我 们 不 把 x 
看 作 一 个 点 , 而 是 看 作 一 个 始 于 原点 终于 (x1,x2) 的 箭头 , 如 图 
1-1 所 示 . 当 把 x 看 作 一 个 箭头 时 , 则 称 之 为 向 量 (vector). 
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7 轴 
图 1-1 R2 的 元 素 可 看 成 点 或 向 量 


这 些 坐标 轴 和 只 体 的 坐标 使 得 图 1-1 有 氮 乱 , 省 略 它们 而 只 
考虑 四 量 往往 更 好 理解 , 如 图 1-2. 

每 当 我 们 使 用 R? 中 的 图 形 或 者 关于 点 和 问 量 的 有 些 含 糊 
的 语言 时 , 要 记 住 , 这 只 是 为 了 帮助 理解 , 而 不 是 要 取代 将 要 发 展 
的 真正 的 数学 . 虽然 我 们 画 不 好 高 维 空间 中 的 图 , 但 是 高 维 空 间 


81.2 向量 空间 的 定义 了 


中 的 元 素 也 像 R? 中 的 元 素 一 样 被 严格 地 定义 . 例如 , (2, 一 3,17， 
x, V2) 是 R5 中 的 元 素 , 而 且 我 们 偶尔 还 把 它 看 作 RS 中 的 点 或 
者 R5 中 的 向 量 , 而 不 用 担心 Rs 的 几何 是 否 有 物理 意义 . 


() 
图 1-2 向 量 


回想 一 下 , 我 们 通过 相应 坐标 相 加 来 定义 F" 中 两 个 元 素 的 
和 , 参见 1.1. 特别 地 , 在 R2 中 , 加 法 有 简单 的 几何 解释 . 假设 
我 们 要 把 R? 中 的 两 个 向 量 z 和 yy 加 起 来 , 如 图 1-3 左 侧 所 示 . 
把 向量 y 平行 移动 使 其 始点 与 向 量 x 的 终点 重合 . 那么 ,x 十 y 
就 是 以 z 的 始点 为 始点 ， 以 平移 后 的 y 的 终点 为 终点 的 向 量 ， 
如 图 1-3 右 侧 所 示 . 


(0 0 


图 1-3 ”两 个 向 量 的 和 


图 1-3 中 对 于 向量 y 的 处 理 阐 述 了 一 个 普遍 原理 ; 在 把 R? 
中 的 向 量 看 作 稍 头 时 , 可 以 把 箭头 平行 移动 (不 改变 它 的 长 度 和 
方向 ), 并 且 仍 将 其 视 为 同一 向 量 . 

在 讨论 了 F"* 上 的 加 法 之 后 , 现在 来 讨论 乘法 . 我 们 或 许可 
以 用 类 似 的 方法 来 定义 F* 上 的 乘法 , 即 通过 F" 中 的 两 个 元 素 
的 对 应 坐标 相 乘 来 得 到 F" 中 的 另 一 个 元 素 . 但 经 验证 明 , 这 样 


经 济 学 中 的 
数学 模型 通 
常 有 上 千 个 
变量 ， 比如 说 
1 ,T5000, 
这 就 意味 着 必 
须 在 R?000 中 
进行 运算 .这 
样 的 空间 不 能 
通过 几何 手段 
来 处 理 ， 但 是 
代数 方法 却 可 
以 很 好 地 发 挥 
作用 . 这 就 是 
我 们 的 课程 称 
为 线性 代数 的 
原因 . 


在 标量 乘法 中 ， 
我 们 把 一 个 标 
量 和 一 个 向 量 
相 乘 ,得 到 一 个 
向 量 . 你 也 许 
熟 坊 R? 或 者 
R3 中 的 点 积 ， 
它 把 两 个 向 量 
相 乘 而 得 到 一 
个 标量 . 当 我 
们 在 第 6 章 学 
习 内 积 时 , 点 积 
的 推广 会 变 得 
很 重要 . 也 许 你 


”还 熟悉 及 中 


个 向 量 相 乘 而 
得 到 另 一 个 向 
量 . 这 种 乘法 
在 高 维 情形 不 
存在 有 用 的 推 
1 


的 定义 对 我 们 是 没有 用 的 . 男 一 种 乘法 , 称 为 标量 乘法 , 将 在 线 
性 代数 中 占有 重要 地 位 . 具体 地 , 我 们 需要 定义 下 中 元 素 与 FE" 
中 元 素 的 乘法 . 通过 乘 每 个 坐标 , 可 以 给 出 一 个 显然 的 定义 : 


QZ1) 


其 中 a € FR, (zl ,zn) E 了 Rn 

R? 中 的 标量 乘法 有 很 好 的 几何 解释 . 如 果 a 是 一 个 正 数 ， 
Zz 是 R2 中 的 一 个 向 量 , 则 向 量 az 的 方 回 与 x 相同 , 而 其 长 度 
为 zx 的 长 度 的 a 倍 . 也 就 是 说 , 为 了 得 到 az, 只 需 将 z 收缩 或 
者 伸 长 a 倍 , 这 取决 于 a < 1 或 者 a > 1, 如 图 1-4 所 示 . 


(3/2)z 
WA 
/ 


图 1-4 乘 以 正 标量 


如 果 a 是 一 个 负数 , x 是 及 2 中 的 一 个 向 量 , 则 同 量 az 的 方向 
与 z 相反 , 而 其 长 度 为 x 的 长 度 的 |a| 倍 , 如 图 1-5 所 示 . 


Ee 
(3/2) | 


图 1-5 乘 以 负 标 量 


定义 向 量 空 间 的 动机 来 自 F* 上 加 法 和 标量 乘法 所 具有 的 
重要 性 质 ， 具体 地 , F* 上 的 加 法 具有 交换 性 和 结合 性 , 并 且 有 
单位 元 , 即 0. 每 个 元 素 都 有 加 法 逆 . F" 中 的 标量 乘法 具有 结合 
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性 , 并 且 1 就 像 乘法 单位 元 一 样 . 最 后 , F"” 上 的 加 法 和 标量 乘 
法 通过 分 配 性 质 联系 到 一 起 . 

我 们 把 向 量 空 间 定 义 为 带 有 加 法 和 标量 乘法 的 集合 V, 使 
得 加 法 和 标量 乘法 具有 上 一 段 所 述 的 性 质 . Y 上 的 加 法 (addi- 
tion) 指 的 是 一 个 函数 , 它 把 每 一 对 u,v eV 都 对 应 到 了 的 一 
个 元 素 乌 十 v. V 上 的 标量 乘法 (scalar maultiplication) 也 是 
一 个 函数 , 它 把 任意 a EF, v EV 对 应 到 V 的 一 个 元 素 ou EV. 

现在 我 们 就 可 以 给 问 量 空间 一 个 正式 的 定义 .向量 空 间 
(vector space) 就 是 带 有 加 法 和 标量 乘法 的 集合 V, 使 得 下 列 
性 质 成 立 : 


交换 性 (commutativity) 

对 所 有 u,v EV, 都 有 纪 十 v= 二 vv 十 wi: 
结合 性 (associativity) 

对 所 有 wu,v,w e VV a,beE FF, 都 有 

(wo) 二 w=ut+ (vw), (ab)yv = a(bv); 
加 法 单位 元 (additive identity) 

存在 一 个 元 素 0 e V, 使 得 对 所 有 veEV 都 有 wv 二 0= v; 
加 法 逆 (additive inverse) 

对 每 个 ve V, 都 存在 w eV 使 得 vv 十 w= 0; 
乘法 单位 元 (multiplicative identity) 

对 所 有 v EV, 都 有 1v = wv; 
分 配 性 质 (distributive properties) 

对 所 有 a,be FF, u,v EV, 都 有 

au +v)=aut+av, (a+bu = av + bu. 


问 量 空间 中 的 标量 乘法 依赖 于 F， 因 此 , 在 需要 确切 指明 
时 , 我 们 会 说 V 是 上 的 向 量 空间 , 而 不 是 简单 地 说 Y 是 向 量 
空间 . 例如 , R?" 是 R 上 的 向 量 空间 , C* 是 C 上 的 向 量 空间 . R 
上 的 向 量 空间 通常 称 为 实 向 量 空间 (real vector space),C 上 
的 向 量 空间 通常 称 为 复 向 量 空间 (complex vector space). F 
的 选取 往往 在 上 下 文中 是 很 明显 的 或 者 是 无 关 紧 要 的 , 所 以 , 我 
们 通常 都 假设 下 是 自明 的 . 

问 量 空 间 的 元 素 称 为 向 量 (vector) 或 点 (point). 这 种 几 
何 语言 有 助 于 直观 . 
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最 简单 的 向 量 
空间 只 含有 一 
个 点 , 即 {0} 是 
向 量 空间 , 但 这 
是 一 个 没 多 大 
意思 的 向 量 空 


间 . 


虽然 F” 是 向 
量 空 间 的 一 个 
至 关 暴 要 的 例 
子 , 但 并 不 是 所 
有 的 向 量 空间 
都 是 由 组 构成 
的 . 例如 , PP(F) 
的 元 素 是 FF 上 
的 吕 数 ， 而 不 
是 组 . 一般 来 
说 , 向 量 空 间 是 
一 个 抽象 的 对 
象 , 其 中 的 元 素 
可 能 是 组 、 函 孝 
或 稀奇 古怪 的 
对 象 . 


毫 不 意外 , 你 应 该 验证 F" 是 上 的 向 量 空间 . 当然 , 这 个 
例子 为 我 们 定义 向 量 空间 提供 了 动机 . 
又 如 , 考虑 Fe, 它 是 由 下 中 元 素 的 所 有 序列 构成 的 集合 : 


人 


Fe 中 的 加 法 和 标量 乘法 的 定义 也 和 我 们 所 料想 的 一 样 : 


(T1, 72 7) + (Yi Ys) = (Ti + YT2 + Y2,**)) 
Q(Z1; 2Z2)… ) Se (ax1, ar2,..… ). 


你 应 该 验证 , 在 此 定义 下 , F™ 成 为 F 上 的 向 量 空间 , 其 中 的 加 
法 单位 元 是 每 个 元 素 都 为 0 的 序列 . 

下 一 个 向 量 空间 的 例子 是 关于 多 项 式 的 . 一 个 函数 p :下 一 
F 称 为 系数 在 下 中 的 多 项 式 (polynomial), 如 果 存 在 00,:…， 
am E 下 使 得 


p(z) = ao 十 Ql1zZ 十 Q22 十 … 十 Qam2"， zEFR. 


我 们 定义 P(F) 为 系数 在 下 中 的 所 有 多 项 式 构 成 的 集合 . P(F) 
上 加 法 的 定义 正如 你 所 料 : 着 p,q & P(F), 则 p 十 q 就 是 如 下 
定义 的 多 项 式 


(p+ q)(z) = p(z)+q(z), z EF. 


例如 , 若 p 为 多 项 式 p(z) = 2z + 23, g 为 多 项 式 g(z) = 7 了 十 42， 
则 p 十 gq 为 多 项 式 (p 十 gq)(z) =7+6z 十 z3. P(F) 上 的 标量 乘 
法 的 定义 也 是 显然 的 : 若 a e F, pe P(F), 则 ap 就 是 如 下 定 
义 的 多 项 式 


(ap)(z) = ap(z), ze 了 


对 于 这 样 定义 的 加 法 和 标量 乘法 , 你 应 该 验证 , P(F) 是 向 量 空 
间 , 其 中 的 加 法 单位 元 是 所 有 系数 都 为 0 的 多 项 式 . 

”我 们 很 快 就 会 看 到 更 多 的 问 量 空间 的 例子 , 但 是 我 们 需要 
先 来 描述 向 量 空间 的 一 些 基 本 性 质 . 
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向 量 空 间 的 定义 要 求 癌 量 空间 具有 加 法 单位 元 ， 下面 的 命 
题 说 明 这 个 单位 元 是 唯一 的 . 


1.2 命题 : 向 量 空间 有 唯一 的 加 法 单位 元 , 
证 明 : 设 0 和 0’ 都 是 向 量 空间 Y 的 加 法 单位 元 , 则 
0’'==0'+0=0, 


其 中 第 一 个 等 式 成 立 是 因为 0 是 加 法 单位 元 , 第 二 个 等 式 成 立 

是 因为 0' 是 加 法 单位 元 . 因此 0 = 0', 这 就 证 明了 V 中 只 有 一 

个 加 法 单位 元 . 隐 
问 量 空间 的 每 个 元 素 v 都 有 加 法 逆 ， 即 回 量 空间 中 使 得 

v 十 多 二 0 的 元 素 ww， 下 一 个 命题 表明 问 量 空间 中 的 每 个 元 

素 都 只 有 一 个 加 法 逆 . 

1.3 命题 : 向 量 空间 中 的 每 个 元 素 都 有 唯一 的 加 法 逆 . 


证 明 : 设 V 是 同 量 空间 , veV, 并 且 w 和 w' 都 是 v 的 加 


法 逆 , 那么 


WwW=wW++O0=wvw+vV+w) =vV+v)+w =0+w 一 人 
因此 w= wr. 国 


由 于 加 法 逆 是 唯一 的 , 因此 可 以 令 -u 表示 回 量 v 的 加 法 
逆 . 定义 包 一 0 为 岂 十 (一 v). 

本 书 中 几乎 所 有 的 结论 都 会 涉及 向 量 空 间 . 为 了 避免 经 常 
重复 像 “ 设 V 是 向 量 空间 ”这 样 的 陈述 , 我 们 现在 作出 必要 的 
声明 , 从 此 便 可 以 一 劳 永 逸 : 


在 本 书 的 其 余部 分 , 总 设立 是 F 上 的 向 量 空间 . 


因为 有 结合 性 , 所 以 在 处 理 向 量 空间 中 两 个 以 上 元 素 的 加 
法 时 可 以 省 略 括号 . 例如 , 可 以 写成 十 wv 十 内, 而 无 需 括 号 , 因 
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符号 加 的 意思 
是 “证 明 结 束 ”. 
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注意 , 1.4 和 1.5 
是 关于 标量 乘 
法 和 VV 的 加 法 
单位 元 的 论断 . 
在 向 量 空间 的 
定义 中 , 唯一 将 
标量 乘法 和 向 
量 的 加 法 联系 
在 一 起 的 是 分 
配 性 质 . 因此 
在 证 明 中 必然 
要 用 到 分 配 性 
质 . 


为 此 表达 式 的 两 种 可 能 的 解释 (vv 十 v) 十 岂 和 十 (vv 十 四) 是 
相等 的 . 我 们 首先 在 下 一 个 证 明 中 采用 这 种 不 加 括号 的 自然 约 
定 . 在 下 一 个 命题 中 , 等 式 左边 的 0 表示 标量 ( 数 0 se F), 等 式 
右边 的 0 表示 向 量 (V 中 的 加 法 单位 元 ). 


1.4 命题 : 对 每 个 weEy 都 有 0v = 0. 


征明: 对 veV, 有 
0v = (0+0)v = 0v + 0v. 


在 上 面 等 式 的 两 端 都 加 上 0v 的 加 法 逆 , 可 得 0 = 0v. 器 


在 下 一 个 命题 中 , 0 表示 V 的 加 法 单位 元 . 虽然 1.4 和 1.5 
的 证 明 是 相似 的 , 但 它们 并 不 是 一 回 事 . 确切 地 说 , 1.4 说 明 标量 
0 和 任意 向 量 的 乘积 都 等 于 向 量 0, 而 1.5 说 明 任意 标量 与 向 量 
0 的 乘积 都 等 于 向 量 0. 


1.5 命题 : 对 每 个 we 下 都 有 a0 = 0. 
正明 : 对 aeF, 有 


a0 一 a(0 十 0) = a0+a0. 


在 上 面 等 式 的 两 端 都 加 上 a0 的 加 法 逆 , 可 得 0 = a0. 图 


现在 我 们 来 证 明 , 和 将 中 元 素 与 标量 -1 相 乘 , 则 得 到 这 
个 元 素 的 加 法 逆 . 


1.6 命题 : 对 每 个 veVY 都 有 (一 1)v = 一 v. 
证 阴 : 对 vEV, 有 
D+ (1)v=1v++(-1)v = (+(-1))v = 0v=0. 


这 个 等 式 说 明 , (一 1)wv 与 w 相 加 得 0. 因此 (-1)v 必 为 v 的 加 
法 道 . 图 
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31.4 子 空间 
V 的 子 集 U 称 为 V 的 子 空间 (subspace), 如 果 U (采用 
与 V 相同 的 加 法 和 标量 乘法 ) 也 是 向 量 空间 . 例如 ， 


{(Z1)72;0) 人 F} 


是 F3 的 一 个 子 空间 . 
如 果 U 是 V 的 子 集 , 要 验证 U 是 V 的 子 空间 , 只 需 验证 
Ba 满足 下 列 性 质 : 


加 法 单位 元 (additive identity) 

OE€EU; 
对 加 法 封闭 (closed under addition) 

若 wu,veEeU, 则 wv€eU; 
对 标量 乘法 封闭 (closed under scalar multiplication) 

若 aEF,weU, 则 aw€eU. 
第 一 个 条 件 保证 了 V 的 加 法 单位 元 在 U 中, 第 二 个 条 件 保证 了 
加 法 在 VU 上 是 有 意义 的 , 第 三 个 条 件 保证 了 标量 乘法 在 U 上 是 
有 意义 的 . 要 证 明 U 是 向 量 空 间 , 不 需要 验证 向 量 空间 定义 中 


的 其 他 部 分 , 因为 这 些 都 是 自然 成 立 的 . 例如 , 因为 加 法 结合 性 


和 交换 性 在 更 大 的 空间 V 上 成 立 , 所 以 在 VU 上 自动 成 立 . 又 如 ， 
车 上 面 的 第 三 个 条 件 成 立 , 并 且 ve U, 则 -w (由 1.6, 它 等 于 
(一 1)w) 也 包含 于 U, 因此 U 的 每 个 元 素 在 UV 中 都 有 加 法 逆 . 

上 面 的 三 个 条 件 经 常 使 我 们 可 以 快速 判断 一 个 给 定 的 集合 
是 不 是 V 的 子 空间 . 例如 , 若 be FF, 则 可 以 证 明 


{ (Zz1, T2, T3, T4) 和 FE4 : X3 一 9024 十 b} 
是 Fs 的 子 空间 当 且 仅 当 b= 0. 又 如 , 可 以 证 明 
{p EP(F) :7p(3) = 0} 


是 P(F) 的 子 空间 . 
R2? 的 子 空间 恰好 为 {0}, R?, R? 中 所 有 过 原点 的 直线 . R3 
的 子 空间 恰好 为 {0}, R3, R3 中 所 有 过 原点 的 直线 、R3 中 所 有 


有 些 数 学 家 采 
用 本 语 线性 子 
空间 
subspace)， 意 
思 与 子 空间 相 
同 . 


(linear 


显然 ，{0} 是 
V 的 最 小 的 子 
空间 ，V 自身 
是 V 的 最 大 的 
子 空间 . 空 集 
不 是 V 的 子 空 
间 , 这 是 因为 子 
空间 必须 是 向 
量 空间 , 而 向 量 
空间 至 少 要 包 
含 一 个 元 素 , 即 
加 法 单位 元 . 
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在 研究 向 量 空 
间 时 ， 我们 感 
兴趣 的 通常 只 
TT 间 ， 而 
不 是 任意 子 集 . 
子 空 间 的 并 一 
般 不 是 子 空间 
( 见 本 章 习 题 
9), 这 正 是 我 们 
通常 只 讨论 子 
空间 的 和 而 不 
讨论 并 的 原因 . 


在 向 量 空 间 理 
论 中 ， 子 空间 
的 和 类 似 于 集 
合 论 中 子 集 的 
并 . 给 定向 量 
空间 的 两 个 子 
空间 , 包含 它们 
的 最 小 子 空 间 
是 它们 的 和 . 类 
似 地 , 给 定 一 个 
集合 的 两 个 子 
集 , 包含 它们 的 
最 小 子 集 是 它 
们 的 并 集 . 


一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 -一 一- -一 


过 原点 的 平面 . 容 钨 | 
证 明 它们 是 R2 或 R: 仅 有 的 子 空间 ， 当 我 们 在 下 一 音 引 进 哆 
多 的 二 有 其 之 后 , 这 样 的 二 作 就 会 恋 得 比较 容易 ， 


81.5 和 与 直 和 


企 以 后 的 和 谷 蔓 中 我 们 会 帮 现 岗 攻 空间 的 和 号 下 和 的 概念 
都 是 很 有 用 的 现在 我 们 就 给 出 这 些 概念 的 定义 . 

设 忆 ,… ,Us 都 是 V 的 子 空间 , 则 0,…: 
记 为 CD 上 + 十 VD 定义 为 避 ,… ,Uw 中 元 素 所 有 可 能 的 和 所 
构成 的 集合 . 更 确切 地 说 ， 


Ui 5 Ui > {Ww 和 Wr : Ul E [六 ,rr S Unk 


你 应 该 验证 , 如 果 D ,… ,UU 都 是 V 的 子 空间 , 那么 ' 
Di .40 也 是 V 的 子 空间 

我 们 来 看 子 空间 和 的 一 些 例子 . 假设 是 F? 中 第 2 个 和 
第 3 个 坐标 均 为 0 的 邦 些 元 素 所 构成 的 集合 , W 起 F* 中 第 1 
个 和 第 3 个 坐标 都 为 0 的 那些 元 素 所 构成 的 集合 : 


忆 们 的 和 和 


U={(r00eF :reF}, W= {0,v0 EF’:yeF)}. 


那么 你 应 该 验证 
1.7 U+W = {rx,y,0) :x,y EF}. 
又 如 ,假设 UV 如 上 , W 是 F? 中 前 两 个 坐标 相等 , 第 3 个 坐 


标 为 0 的 那些 元 素 所 侈 成 的 集合 : 


W= {v0 EF :yeF}. 


那么 你 应 该 验证 : /上 + 亚 也 是 1.7 所 给 出 的 那个 集合 . 
假设 Os 2 都 是 V 的 子 宇 间 . 显然 L i 都 包 
会 于 让 二 十 (为 说 明 这 一 点 , 考虑 和 wi 十 … 十 um, 其 中 


除 一 项 之 外 的 其 余 项 均 为 0)， 反 之, Y 中 任何 包含 Ui,:… ,U 
的 子 罕 间 一 定 都 包含 Ui 二 … +4 UU, (因为 子 空 


x| 司 包含 其 中 元 素 
的 所 有 有 限 和 ). 于 于 是， (i 十 … 十 Us 是 V 中 包含 人 的 
最 小 的 子 空间 . 


,Ui 的 和 (sum), 


站 
| 


PO 


i Es 


i 


A Pt 芝 2 A os ni NR > 更 二 i 
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假设 态 ,… ,局 是 V 的 子 空间 , 使 得 也 一世 十 :十 D 
则 Y 中 每 个 元 素 都 可 写成 如 下 形式 


0 


其 中 每 个 w; € U;. 我 们 对 Y 中 每 个 向 量 都 可 以 唯一 地 表示 成 
上 述 形式 的 情形 特别 感 兴趣 , 这 种 情形 非常 重要 , 所 以 给 它 起 一 
个 特殊 的 名 字 : 直 和 (direct sum). 有 具体 地 , 如 果 了 的 每 个 元 
素 都 可 以 唯一 地 写成 wi 十 … 二 um 其 中 wj; € Uj, 则 称 V 是 子 
空间 Z,…… ,Un 的 直 和 , 记 为 了 = UB…@ Un 

我 们 来 看 直 和 的 一 些 例子 . 假设 7 是 F3 中 最 后 一 个 坐标 
为 0 的 那些 问 量 所 组 成 的 子 空间 , W 是 F3 中 前 两 个 坐标 为 0 
的 那些 向 量 所 组 成 的 子 空间 : 


U={(r,y,0) EF :zyEF}, W=1{(0,0,2)eEF :zeF}. 


那么 你 应 该 验证 , F3 一 Ue@W. 

又 如 , 假设 万 是 F" 中队 第 7 个 坐标 以 外 其 余 坐 标 全 是 0 
的 那些 向 量 所 组 成 的 子 空间 (例如 , U2 = {(0,z,0,…… ,0) EF": 
x EF}), 那么 可 以 证 明 


F”=U@:...@U,. 
现在 看 最 后 一 个 例子 . 考虑 系数 在 FF 中 的 所 有 多 项 式 所 构 
成 的 癌 量 空 间 P(F). 设 U。 表示 由 如 下 形式 的 多 项 式 p 所 组 成 
的 PP(F) 的 子 空间 
p(z) = 00 a2zZ 十 十 aom22m 
并 设 U。 表示 由 如 下 形式 的 多 项 式 p 所 组 成 的 P(F) 的 子 空间 


2 3 2m 二 1. 
p(Z) = 012+| 032” eT Gomiiz | 


这 里 m 是 非 负 整数 ,oo,…… ,am EF (记号 U。 和 U。 可 以 提 
醒 你 z 的 侦 次 究 和 奋 次 容 ). 你 应 该 验证 


P(F) = Us, @ U,. 


符号 鳃 , 由 一 个 
圈 和 一 个 位 于 
其 内 的 加 号 组 
成 , 用 来 表示 直 
和 , 以 提醒 我 们 
正在 处 理 一 种 
特殊 类 型 的 子 
空间 和 一 一 直 
和 中 的 每 个 元 
都 可 以 唯一 地 
表示 成 这 些 给 
定 的 子 空间 中 
元 素 的 和 . 
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反例 有 时 像 例子 一 样 能 增加 我 们 的 理解 ， 考虑 F” 的 如 下 
三 个 于 全 则 | 


UU Le 
Ua = {(0,0,2)eE F3 :ze F}: - 
Us {(0, y, 9) EF :yerF}. 


显然 F3 = Ui 十 Lo + Us, 因为 任意 回 量 (Z, yz) E 下 3 都 可 以 写 
成 


(Z,V; 2z) = (x,y,0) 十 (0,0,z) 十 (0,0,0)， 


其 中 右 端 的 第 一 个 同 量 含 于 Di, 第 二 个 含 于 U2, 第 三 个 含 于 Us. : 
然而 , F3 并 非 U,U2,Us 的 直 和 , 因为 回 量 (0,0,0) 能 用 两 种 不 | 
同 的 方式 写成 和 wi + wz 十 us, 其 中 wj e Uj;. 具体 地 , 我 们 有 l 


(0,0,0) = (0, 1,0) + (0,0,1)+ (0,—1,—1), 
当然 还 有 ， 
(0, 0,0) = (0, 0, 0) + (0, 0, 0) + (0,0, 0), 


其 中 每 个 等 式 右 端的 第 一 个 向 量 都 含 于 Ui, 第 二 个 都 含 于 Ui， 
第 三 个 都 含 于 Us. 

在 上 面 的 例子 中 , 我 们 通过 证 明 0 表示 成 适当 向 量 的 和 时 
表示 法 不 唯一 , 来 证 明 某 个 和 不 是 直 和 . 直 和 的 定义 要 求 向 量 空 
间 中 的 每 个 向 量 都 能 唯一 地 表示 成 一 个 适当 的 和 . 假设 一 组 子 
空间 的 和 等 于 整个 空间 . 下 一 个 命题 表明 , 在 确定 这 组 子 空间 是 
否 可 以 做 直 和 时 , 只 需 考虑 0 是 否 可 以 唯一 地 写成 一 个 适当 的 
和 |. 


1.8 命题 : 设 0,:… ,Uh 都 是 V 的 子 空间 , 则 V = U1@:…@Uh 
当 且 仅 当 下 列 两 个 条 件 成 立 : 


(a) V=0++…++U,; 
(b) 若 0=wi 十 … 十 Un，Uj; E Uj, 则 每 个 2 都 为 0. 
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证 明 : 诈 移 假设 站 = 号 @…@ Un. 显然 (a) 成 立 (根据 和 
与 直 和 的 定义 ). 为 证 (b), 假设 wi € Ui,… ,wn E Un, 并 且 


0 = wi Un, 


那么 每 个 wj 都 必 为 0 (这 是 根据 直 和 定义 中 的 唯一 性 ， 以 及 
0 一 0 二 …+0,0<s0 ,0 € U0)), 这 就 证 明了 (b). 

现在 假设 (a) 和 (b) 都 成 立 . 设 v EV, 则 由 (a) 可 知 , 存在 
Wi E01,:… ,Un € Un 使 得 


VD= UIT 二 Un. 
为 了 证 明 这 个 表示 是 唯一 的 , 假设 还 有 
V = 1+ 十 Vn 


其 中 wie 号 ,… ,vn € Un. 把 上 面 的 两 个 等 式 相 减 可 得 


0= (wim v1)+ 二 (Wn — Vn). 


显然 Ui CO— V1 E UI, ,Un — Vn € Un, 由 上 式 及 (b) 可 知 每 个 
wj 一 0; 都 为 0. 于 是 , ui = v1;… ,Wn 二 vn. 加 


下 一 个 命题 给 出 了 验证 两 个 子 空 间 可 以 做 直 和 的 一 个 简单 
条 件 . 应 注意 此 命题 只 考虑 了 两 个 子 空间 的 情形 . 在 确定 两 个 以 
上 子 空间 是 否 可 以 做 直 和 时 , 只 验证 任意 两 个 子 空间 的 交 为 0 
是 不 够 的 . 为 了 看 出 这 一 点 , 考虑 1.8 前 面 的 那个 反例 . 由 此 反 
例 可 知 FE3 = Z + +Ua, 但 了 3 不 是 ,Uo,Us 的 直 和 , 然而 
(你 应 该 验证 ) 却 有 UnNU= UnUs= UnUs= {0}. 下 一 个 
命题 给 出 了 两 个 子 空间 可 以 做 直 和 的 一 个 充分 必要 条 件 . 


1.9 命题 : 设 U 和 W 都 是 V 的 子 空间 , 则 V=U@W 当 且 仅 
当 V =U+W, 并且 UNW = {0}. 


证 阴 : 首先 假设 V=Ue@W, 则 V=U+WwW (由 直 和 的 定 
义 ). 此 外 ,车 v Ee UNW, 则 0=w 二 (vw), 其 中 veU, 一 veW. 
由 于 0 可 唯一 地 表示 成 U 中 向 量 与 W 中 辣 量 的 和 , 从 而 v = 0. 
于 是 UNnW = {0}, 这 就 证 明了 定理 的 一 个 方面 . 


子 空 间 的 和 类 
似 于 子 集 的 并 . 
同样 , 子 空间 的 
直 和 类 似 于 子 
集 的 不 交 并 . 
任意 两 个 子 空 
间 都 相交 ， 因 
为 它们 都 包含 
0.， 因 此, 交 为 
{0} 代 着 了 不 相 
交 ， 至 少 在 两 
个 子 空间 的 情 
形 如 此 . 
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为 证 定理 的 另 一 个 方面 , 假设 V=U+W, 并 有 UNnW = 
{0}. 为 证 了 = Ue@W, 假设 
0= tw, 


其 中 we Uw e W. 为 了 完成 证 明 , 只 需 证 明 v = 站 =0( 由 
1.8)， 由 上 面 的 等 式 可 得 w= -we W. 于 是 weEUNnW, 故 
u 二 0, 由 此 及 上 面 的 等 式 可 得 w = 0, 这 就 完成 了 证 明 . 加 
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上 


i ne 


习 是 
. 设 a 和 4b 是 不 全 为 0 的 实数 . 求实 数 c 和 qd, 使 得 
1/(a+b)= c+ad. 


. 证 明 


Sm AY 
2 


是 1 的 一 个 立方 根 ( 即 它 的 立方 等 于 1). 

. 证 明 : 对 每 个 ve V, 都 有 -(--o) = wv. 

. 证明: 若 ae F,veV, 且 av=0, 则 a=0 或 者 v=0. 
. 判断 FY 的 下 列子 集 是 不 是 FS 的 子 空间 : 


(a) {(zl1， 小 2 ) 3 ) EC FS 1 2 十 373 一 0}; 
(b) {(z1,72,73) € 3 :x1 二 272 十 3za = 4}; 
(c) {(z1, XT2, 2Z3) 把 FS : Ti1TX2T3 一 0 上 


(d) {(zlza,z3) E FS :71 = 573}. 


. 举 出 R2 的 -一 个 非 空 子 集 U 的 例子 , 使 得 U 对 加 法 和 取 加 
法 逆 封 闭 ( 即 当 we U 时 , -we U0), 但 U 不 是 R? 的 子 空 
间 . 


. 举 出 R2 的 一 个 非 空子 集 7 的 例子 , 使 得 UV 对 标量 乘法 封 
闭 , 但 UU 不 是 R? 的 子 空间 . 


. 证 明 Y 的 任意 一 组 子 空间 的 交 都 是 Y 的 一 个 子 空间 . 

. 证 明 Y 的 两 个 子 空 间 的 并 是 Y 的 一 个 子 空间 当 且 仅 当 其 
中 的 一 个 子 空间 包含 在 男 一 个 子 空间 中 . 

. 设 U 是 V 的 一 个 子 空间 . 求 U++U. 


.V 的 子 空间 的 加 法 运算 共有 交换 性 吗 ? 结合 性 呢 ? (也 就 是 
说 , 如 果 ,U2,U3 都 是 V 的 子 空间 , 是 否 有 Ui + U2 = 
Us UI? 是 否 有 (Ui * U,) 十 Us 三 La 十 (Us Us)?) 


.VV 的 子 空间 的 加 法 运算 有 单位 元 吗 ? 哪个 子 空间 有 加 法 逆 ? 


党 
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13. 证 明 或 举 反 例 : 如 果 ,U2,W 是 V 的 子 空间 , 使 得 
Ui+W = UV,+W, 


那么 UV] = Us. 
14. 设 U 是 由 所 有 形 如 


p(2) = az +bz, a,beFR, 


的 多 项 式 组 成 的 P(F) 的 一 个 子 空间 . 求 P(F) 的 一 个 子 空 
间 W 使 得 P(F)=U@W. 


15. 证 明 或 举 反例 : 如 果 ,U2,W 是 V 的 子 空间 , 使 得 
V=U BW V=U,BW, 


那么 万 = U,. 


3 
省 
€ 


0 


第 2 章 有 限 维 向 量 空间 
上 一 章 我 们 学 习 了 癌 量 空间 . 线性 代数 所 关注 的 并 不 是 任 
意 的 向 量 空间 , 而 是 本 章 所 介绍 的 有 限 维 向 量 空间 . 本 章 我 们 将 


讨论 有 关 这 种 空间 的 一 些 重要 概念 : 张 成 、 线性 无 关 、 基 和 和 维 数 
回顾 一 下 , 我 们 总 采用 如 下 假定 : 


F 表示 RR 或 C. | 
V 是 F 上 的 向 量 空 间 . | 
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采用 术语 线性 
张 成 ”(linear 
span), 意思 与 


张 成 相同 . 


回想 一 下 , 根据 
定义 , 每 个 组 都 
具有 有 限 长 度 . 


§2.1 ” 张 成 与 线性 无 关 


V 中 一 组 向 量 (v1,… ,vm) 的 线性 组 合 (linear combina- 
tion) 是 如 下 形式 的 问 量 


2.1 W101 i Qrm On, 


其 中 ol ,am EF. (V1, ,vm) 的 所 有 线性 组 合 所 构成 的 集 
合 称 为 (v1,… ,vm) 的 张 成 (span), 记 为 span(v1,:… ,vm). 也 
就 是 说 ， z 


span(Vl ,Vm) = {a101 二 "十 QmVm :QQm EFF}. 


来 看 关于 这 些 概念 的 一 个 例子 . 设 V = 3, 则 向 量 (7,2, 9) 
是 ((2,1,3), (1,0,1)) 的 一 个 线性 组 合 , 这 是 因为 


(7,2,9) = 2(2, 1,3) + 3(1,0, 1). 


于 是 (7,2,9) € span((2, 1,3), (1, 0, 1)). 

你 应 该 验证 , V 中 任意 一 组 问 量 的 张 成 都 是 V 的 子 空间 . 
为 了 一 致 性 , 我 们 声明 : 空 组 () 的 张 成 等 于 {0} (回想 一 下 , 空 
集 不 是 V 的 子 空间 ). 

如 果 (v1,… ,vm) 是 V 中 一 组 问 量 ,那么 每 个 v; 都 是 
(v1,… ,vm) 的 线性 组 合 (为 了 证 明 这 一 点 , 令 oj = 1, 并 设 
2.1 中 其 他 a 都 等 于 0). 于 是 span(v1,… ,vm) 包含 每 一 个 vi 
反之 , 由 于 子 空间 对 标量 乘法 和 加 法 都 封闭 ， 从 而 V 的 包含 所 
有 wv; 的 子 空间 必 包 含 span(v1,… ,vm). 因此 , V 中 一 组 向 量 
的 张 成 是 包含 这 组 向 量 的 最 小 子 空间 . 

如 果 span(v1,… ,vm) 等 于 V， 则 称 (v1,… ,vm) 张 成 
(span) V， 如 果 一 个 向 量 空间 可 以 由 和 它 的 一 组 问 量 张 成 , 则 称 
其 为 有 限 维 的 (finite dimensional). 例如 , 你 应 该 验证 , F" 是 
有 限 维 的 , 这 是 因为 ， 


((1, 0,.…- ,0), (0, 1,0,* ,0)) Oa , 0, 1)) 


张 成 F”. 
在 给 出 另 一 个 有 限 维 癌 量 空 间 的 例子 之 前 , 我 们 需要 定义 多 
项 式 的 次 数 . 对 于 多 项 式 pe P(F), 如 果 存 在 标量 oo a1,…, am € 
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上 ， QUm 天 0, 使 得 
2.2 D(z) 二 Q0 十 Q1Z 十 … 十 Qamz”， zE€EF, 


则 说 p 的 次 数 (degree) 为 m. 规定 恒 等 于 0 的 多 项 式 的 次 数 
为 一 co. 

对 于 非 负 整数 mn, 令 PP,(F) 表 示 系 数 在 F 中 并 且 次 数 不 超 
过 m 的 所 有 多 项 式 所 组 成 的 集合 . 你 应 该 验证 , Pr (RE) 是 P(F) 
的 子 空间 ; 因此 Pn,(F) 是 一 个 向 量 空 间 . 这 个 回 量 空间 是 有 限 
维 的 , 因为 它 由 问 量 组 (1 z,… , z") 张 成 ; 此 处 我 们 用 z* 表示 
函数 ( 故 z 是 一 个 旺 变 量 ), 这 有 点 滥用 记号 . 

一 个 向 量 空间 如 果 不 是 有 限 维 的 , 则 称 之 为 无 限 维 的 (infi- 
nite dimensional). 例如 , P(F) 是 无 限 维 的 . 为 了 证 明 这 个 结 
论 , 考虑 P(F) 中 任意 一 组 元 素 . 记 mm 为 这 组 多 项 式 的 最 高 次 数 
(回想 一 下 , 根据 定义 , 组 的 长 度 是 有 限 的 )， 则 这 个 组 的 张 成 中 
的 每 个 多 项 式 的 次 数 最 多 为 m， 因 此 , 我 们 所 讨论 的 组 不 能 张 
成 P(F). 因为 没有 组 能 够 张 成 P(F), 所 以 这 个 向 量 空间 是 无 限 
维 的 . 

由 下 中 元 素 的 所 有 序列 组 成 的 向 量 空间 F~, 也 是 无 限 维 
的 , 不 过 证 明 有 点 难 . 利用 我 们 即将 发 展 的 工具 , 你 应 该 可 以 给 
出 这 个 证 明 . 

i 


,Vm EV ,并且 v e span(v1,… ,vm)， 由 张 成 的 


定义 ， 存在 al ,am EF 使 得 


Vv = Q1V1 十 … 十 QmVUm. 


考虑 上 式 中 这 些 a 的 唯一 性 问题 . 设 另 一 组 标量 41,… … ,am 也 
使 得 


V = Q101 十 … 十 GmVUm. 


上 面 这 两 个 等 式 相 减 可 得 
人 二 (al = G1)v1 加 于 (am cs Qi Vr 


因此 , 我 们 把 0 写成 了 v1,… ,om 的 线性 组 合 . 如 果 0 只 能 用 
显然 的 方法 (每 个 标量 都 取 零 ) 写成 v1,… ,vm 的 线性 组 合 , 则 
每 个 oj - 6; 都 等 于 0, 即 每 个 oj 都 等 于 4; (因此 , a 的 取 法 确 
实 是 唯一 的 ).， 这 种 情况 很 重要 , 所 以 我 们 给 它 起 一 个 特殊 的 名 
字 , 这 就 是 我 们 现在 要 定义 的 线性 无 关 性 ， 


我 们 将 不 再 过 
多 地 谈论 无 限 
维 向 量 空间 , 无 
限 维 向 量 空间 
是 叫 作 江 阔 分 
析 (functional 
analysis) 的 数 
学 分 支 所 关注 
的 核心 内 容 . 泛 
函 分 析 同 时 采 
用 解析 和 代数 
工具 . 
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大 部 分 线性 代 
数 教材 定义 线 
性 无 关 集 , 而 不 
是 线性 无 关 组 . 
按照 线性 无 关 
集 的 定义 , 集合 
{(0, 1), (0, 1), 

(1,0)} 在 F* 中 
是 线性 无 关 的 ， 
因为 它 等 于 集 
合 {(0,1), (1,0). 
而 按照 我 们 的 
定义 , 组 ((0, 1)， 
(0,1), (1,0)) 不 


是 线性 无 关 的 


(因为 1 乘 以 第 
一 个 向 量 , 加 上 
-1 乘 以 第 二 个 
向 量 , 再 加 上 0 
乘 以 第 三 个 向 
量 等 于 0)， 通 
过 讨论 组 ， 而 
不 是 讨论 集合 ， 
可 以 避免 通常 
的 处 理 方 法 所 
带 来 的 一 些 问 
题 . 


对 于 Y 中 一 组 向 量 (vw1,… ,vm)， 如 果 使 得 alol 十 … 十 
amvm 等 于 0 的 a1,:… ,Qar, EF 只 有 al = … = am = 0, 则 称 
(v1,… ,vm) 是 线性 无 关 的 (linearly independent). 例如 , 你 
应 该 验证 ， 

((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)) 


在 Fs 中 是 线性 无 关 的 ， 上 一 段 的 推导 表明 , (v1,… ,vw) 是 线 


性 无 关 的 当 且 仅 当 span(v1;… ,vm) 中 每 个 问 量 都 可 以 唯一 地 
表示 成 (v1,… ,vm) 的 线性 组 合 . 

来 看 线性 无 关 组 的 男 一 个 例子 . 固定 一 个 非 负 整 数 m， 则 
(1,z ,2m) 在 P(F) 中 是 线性 无 关 的 .为 了 证 明 这 一 点 , 设 
. ,am E 下 使 得 


2.3 - a0 十 az 十 …: 十 am2z ”一 0，2E 王 . 


如 果 系 数 oo, a1,… ,am 中 至 少 有 一 个 是 非 零 的 , 则 z 最 多 有 mm 
个 不 同 的 值 满 足 2.3 (如 果 你 对 这 一 事实 不 熟悉 , 可 以 先 承认 它 : 
我 们 将 在 第 4 章 给 出 证 明 ); 这 一 矛盾 说 明 2.3 中 的 每 个 系数 都 
等 于 0, 因此 , (1,z,… ,z”") 是 线性 无 关 的 . 

V 中 的 一 组 向 量 如 果 不 是 线性 无 关 的 ,， 则 称 为 线性 相关 的 
(linearly dependent). 也 就 是 说 , Y 中 一 组 问 量 (vi):… ,vm) 
是 线性 相关 的 , 当 且 仅 当 存在 不 全 为 零 的 a1,… ,am <E 下, 使 得 
aiol1 十 … 十 amom = 0. 例如 , ((2,3,1),(1, 一 1,2),(7,3,8)) 在 了 F3 
中 是 线性 相关 的 , 这 是 因为 


2(2,3,1) 十 3(1, 一 1,2) 十 (一 1)(7,3,8) 一 (0,0,0) 


又 如 , 任意 包含 0 向 量 的 向 量 组 都 是 线性 相关 的 (为 什么 ?). 

你 应 该 验证 , 长 度 为 1 的 组 (v) 是 线性 无 关 的 当 且 仅 当 wv 
0. 你 还 应 该 验证 , 长 度 为 2 的 组 是 线性 相关 的 当 且 仅 当 其 中 一 
个 向 量 是 另 一 个 的 标量 倍 . 注意 : 上 一 段 中 的 例子 表明 , 对 于 长 
度 为 3 或 更 大 的 向 量 组 , 即使 其 中 每 一 个 向 量 都 不 是 任何 其 他 
问 量 的 标量 倍 , 这 个 向 量 组 也 可 能 是 线性 相关 的 . 

你 应 该 验证 , 如 果 从 一 个 线性 无 关 问 量 组 中 去 掉 一 些 向 量 ， 
那么 余下 的 疝 量 组 还 是 线性 无 关 的 . 为 使 这 一 结论 即使 在 去 掉 
全 部 问 量 时 仍然 成 立 , 我 们 声明 : 空 组 () 是 线性 无 关 的 . 

下 面 的 引 理 将 会 经 常用 到 . 它 说 明 , 给 定 一 组 线性 相关 的 向 
量 , 其 中 第 一 个 向 量 非 零 , 那么 其 中 必 有 一 个 向 量 包含 于 它 前 面 


0, 1) ee 
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诸 向 量 的 张 成 , 进一步 , 我 们 可 以 去 掉 这 个 向 量 而 不 改变 原来 这 
组 向 量 的 张 成 . 


2.4 线性 相关 性 引 理 (Linear Dependent Lemma): 如 果 
(oom) 在 多 中 是 线性 相关 的 ,并且 v1 关 0, 则 有 7 < 
{2,.… ,m} 使 得 下 列 成 立 : 
(a) vj; € span(v1,... ,0;-1); z 
(b) 如 果 从 (v1,… ,vm) 中 去 掉 第 了 项 , 则 剩余 组 的 张 成 等 


于 span(ol…… ,Vm). 


证 明 : 设 (v1,… ,vm) 在 Y 中 是 线性 相关 的 , 并 且 wi 关上 0， 
则 有 不 全 为 0 的 a1,… ,em &€ F, 使 得 


Qi101 十 a 十 dm Um 一 0. 


aa;,63…… ,am 不 能 全 为 0( 因 为 v1 和 0). 设 了 是 {2,:…,m} 中 
使 得 oj 关 0 的 最 大 者 , 那么 


Ql Qi--1 
2.5 Vj 二 一 一 V1 一 … 一 一 


这 就 证 明了 (a). 
为 了 证 明 (b), 设 w € span(v1,… ,vm), 则 存在 c1,:… ,cm € 
下 使 得 z 


Ww = C1D01 十 :十 Cm Vm. 


在 上 面 的 等 式 中 , 用 2.5 式 的 右 端 代替 v; 可 得 , wu 包含 于 从 
(1 ,vm) 中 去 掉 第 ; 项 所 得 到 的 组 的 张 成 . 因此 (b) 成 立 . 


和 SEE 


国 
现在 来 看 一 个 重要 的 结果 : 线性 无 关 组 的 长 度 一 定 不 会 大 
于 张 成 组 的 长 度 . 如 果 对 每 个 正 
: 整数 mm,V 中 都 
. ”2.6 定理: 在 有 限 维 向 量 空间 中 , 线性 无 关 向 量 组 的 长 度 小 于 或 存在 一 个 含有 
: 等 于 张 成 向 量 组 的 长 度 . m 个 向 量 的 线 
: 证 明 : 设 (wi1,… ,unm) 在 V 中 是 线性 无 关 的 , 并 且 (wi,:…， 。 0 
| wn) 张 成 V. 只 需 证 明 m < n. 我 们 通过 以 下 步骤 来 证 明 . 注意 。 无 限 维 的 


到 每 一 步 都 添加 了 一 个 w, 而 去 掉 了 一 个 w 
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第 1 步 
由 于 组 (wi,… ,wn) 张 成 V, 从 而 再 添加 任何 向 量 都 会 得 
到 一 个 线性 相关 组 . 特别 地 , 组 


(201) , Wn ) 


是 线性 相关 的 .因此 利用 线性 相关 引 理 (2.4), 我 们 可 以 去 
掉 某 个 w 而 使 得 由 wl 和 余下 的 那些 w 构成 的 组 B (长 度 
为 n) 张 成 V. 

第 j 步 
由 于 第 7 一 1 步 中 的 组 B (长 度 为 n) 张 成 V, 从 而 再 添加 
任何 向 量 都 会 得 到 一 个 线性 相关 组 . 特别 地 , 在 B 中 添加 


Wj J Wy Uy 之 后 ， 那么 所 得 到 的 长 度 为 (7n -+ 1) 的 


组 是 线性 相关 的 . 利用 线性 相关 引 理 (2.4), 该 组 中 有 一 个 
癌 量 包含 于 它 前 面 器 量 的 张 成 , 又 因为 (wi,… ,wj) 是 线性 
无 关 的 , 所 以 这 个 同 量 一 定 是 某 个 w, 而 不 是 茶 个 w. 我 们 
可 以 从 B 中 去 掉 这 个 w, 那么 由 wi,… ,w; 和 余下 的 那些 
w 所 构成 的 新 组 B (长 度 为 n) 张 成 V. 


经 过 m 步 , 我 们 已 经 添加 了 所 有 的 wu, 程序 结束 . 如 果 在 其 
中 某 一 步 我 们 添加 了 一 个 wu 但 是 不 再 有 w 可 以 去 掉 , 就 会 得 到 
一 个 歼 盾 . 因此 , 诸 w 至 少 和 诸 久 一 样 多 . 国 


直觉 告诉 我 们 , 任何 包含 在 有 限 维 向 量 空间 中 的 向量 空间 
一 定 也 是 有 限 维 的 . 现在 来 证 明 这 种 直觉 是 对 的 . 


2.7 命题 : 有 限 维 向 量 空间 的 子 空 间 都 是 有 限 维 的 . 


证 明 : 设 V 是 有 限 维 问 量 空间 , UV 是 Y 的 一 个 子 空 间 . 只 
需 证 明 UV 是 有 限 维 的 . 我 们 通过 下 列 几 步 来 证 明 . 


第 1 步 
若 U = {0}, 则 UV 是 有 限 维 的 , 得 证 . 若 U 关 {0}, 则 取 非 
零 回 量 v1 EU. 


第 j 步 
者 7 = span(oli ,ui 则 UU 是 有 限 维 的 . 若 芝 关 
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span(v1,..* ,V0;-1), 则 取 一 个 同 量 Vi EU 使 得 
Vj; ¢ span(v1,.. ,vi-1). 


经 过 每 一 步 , 只 要 此 程序 还 在 继续 , 我 们 都 构造 了 一 个 癌 量 组 . 
使 得 其 中 每 一 个 加 量 都 不 在 它 前 面向 量 的 张 成 中 ， 因此, 由 线 
性 相关 性 引 理 (2.4), 经 过 每 一 步 我 们 都 构造 了 一 个 线性 无 关 组 . 
这 一 线性 无 关 组 不 能 比 V 的 任何 张 成 组 长 (由 2.6), 因此 , 此 程 
序 一 定 会 最 终 停 止 , 即 U 是 有 限 维 的 . 国 


82.2 基 


若 V 中 一 个 向 量 组 既是 线性 无 关 的 又 张 成 V, 则 称 之 为 了 
的 基 (basis). 例如 ， 


((L 0 ,0), (0, 1, 0,…: ,0),*…- , (0,.…: , 0, 1)) 


是 En 的 一 个 基 , 称 为 F” 的 标准 基 (standard basis). 除了 这 
个 标准 基 之 外 , F* 还 有 很 多 其 他 的 基 . 例如 , ((1,2),(3,5)) 是 下 ? 
的 一 个 基 . 组 ((1 2)) 是 线性 无 关 的 , 但 不 是 F? 的 基 , 因为 它 不 
能 张 成 2. 组 ((1,2), (3,5), (4, 7)) 张 成 了 2, 但 不 是 基 , 因为 它 不 
是 线性 无 关 的 . 又 如 , (1 >, … ,z") 是 PE) 的 一 个 基 . 

下 一 个 命题 表明 了 基 的 用 处 . 


2.8 命题 : 了 中 向 量 组 (v1,:… ,vn) 是 V 的 基 当 且 仅 当 每 个 
v EV 都 能 唯一 地 写成 如 下 形式 


2.9 v 二 Q101 十 … 十 Qnvn， 
其 中 C1)， = 


证 阴 : 首先 设 (v1,…- ,Vn) 是 V 的 基 , v EV. 因为 (v1,.…， 
vn) 张 成 V, 所 以 存在 a1,:… ,an E 下 使 得 2.9 成 立 . 为 了 证 明 
2.9 中 的 表示 是 唯一 的 , 设 标量 b1,.… ,如 使 得 


v= 0101 十 :… 十 bnvn. 
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这 个 证 明 本 质 
上 重复 了 我 们 
定义 线性 无 关 


性 时 所 采用 的 


思想 . 
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用 2.9 减 上 面 的 等 式 可 得 
0= (ai = bi1)v1 站 (an 人 Da ji 


这 说 明 每 个 oj 一 b; = 0 (因为 (v1,… ,vn) 是 线性 无 关 的 ), 因此 
ai = 0 ;an = 如. 这 就 证 明了 唯一 性 , 完成 了 证 明 的 一 个 方 
面 . 

要 证 明 另 一 方面 , 设 每 个 ve V 都 可 以 唯 -一 地 写成 2.9 的 
形式 . 显然 ， 这 说 明 (71 … se 张 成 VvV. 要 证 明 (V1,* ce) 
是 线性 无 关 的 , 设 a1,… ,an EF 使 得 


0 一 Q17V1 十 … 十 Qnvn. 


由 2.9 中 (对 w= 0) 表示 的 唯一 性 可 得 ol = … = an = 0. 因此 
(v1,… ,vn) 是 线性 无 关 的 , 因而 是 Y 的 一 个 基 . 加 


向 量 空间 的 张 成 组 可 能 不 是 基 , 因为 它 可 能 不 是 线性 无 关 
的 . 下 一 个 结果 表明 : 任 给 一 个 张 成 组 , 可 以 去 挥 其 中 的 一 些 同 
量 使 得 剩余 组 是 线性 无 关 的 并 且 仍 然 可 以 张 成 这 个 向 量 空间 . 


2.10 定理 : 在 向 量 空间 中 , 每 个 张 成 组 都 可 以 化 简 成 一 个 基 . 


证 阴 : 设 (v1,… ,vn) 张 成 V, 我们 要 从 (v1,:… ,on) 中 去 
掉 一 些 向 量 使 得 其 余 向 量 构成 V 的 基 . 我 们 通过 以 下 步骤 来 完 
成 证 明 . 从 = (V1,- , Vn) 开始 . 


第 1 步 
若 v1 = 0, 则 从 B 中 去 掉 ol. 着 v1 关 0, 则 保持 B 不 变 . 


第 j 步 
若 vj; 属于 span(v1,… ,v0;-1), 则 从 B 中 去 反 vi 者 oj 不 
属于 span(v1,… ,vj;_1), 则 保持 B 不 变 . 


经 过 n 步 以 后 终止 程序 , 得 到 一 个 组 B， 因 为 最 初 的 组 张 
成 V, 而 去 掉 的 向 量 都 已 经 包含 于 其 前 面 诸 向 量 的 张 成 , 所 以 这 
个 组 B 张 成 V. 这 一 程序 确保 B 中 向 量 都 不 包含 于 它 前 面 诸 
向 量 的 张 成 . 因此 由 线性 相关 性 引 理 (2.4) 知 B 是 线性 无 关 的 . 
于 是 B 是 V 的 一 个 基 . 国 
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考虑 组 
((1, 2), (3, 6) (4, 7), (5, 9)), 


这 个 组 张 成 F?. 为 了 理解 上 面 的 证 明 , 你 应 该 验证 , 如 果 对 这 个 
组 应 用 上 面 的 证 明 过 程 , 就 得 到 了 F? 的 一 个 基 ((1,2), (4,7)). 

下 一 个 结果 是 上 面 定理 的 一 个 简单 推论 , 它 说 明 每 个 有 限 
维 向 量 空 间 都 有 基 . 


2.11 推论 : 每 个 有 限 维 向 量 空间 都 有 基 . 


证 明 : 根据 定义 , 有 限 维 向 量 空 间 都 有 张 成 组 . 前 面 的 定理 
告诉 我 们 , 任意 张 成 组 都 可 化 简 成 一 个 基 . m 


按照 我 们 的 规定 , 有 限 维 向 量 空间 {0} 不 是 上 面 推论 的 反 
例 . 这 是 因为 我 们 规定 空 组 () 是 线性 无 关 的 并 且 张 成 {0}, 所 
以 () 是 向 量 空 间 {0} 的 一 个 基 . 

2.10 说 明 , 每 个 张 成 组 都 可 以 化 简 成 基 . 在 某 种 意义 上 说 ， 
下 一 个 定理 是 2.10 的 一 个 对 偶 . 现在 我 们 来 证 明 , 对 于 任意 给 
定 的 线性 无 关 组 ， 都 可 以 添加 一 些 向 量 使 得 扩充 后 的 组 仍然 是 
线性 无 关 的 , 并 且 还 可 以 张 成 整个 空间 . 


2.12 定理 : 在 有 限 维 向 量 空间 中 , 每 个 线性 无 关 向 量 组 都 可 以 


.扩充 成 一 个 基 . 


证 明 : 设 V 是 有 限 维 的 , (v1,… ,vm) 在 V 中 线性 无 关 . 我 
们 想 把 (v1,… ,vm) 扩充 成 V 的 一 个 基 . 我 们 通过 以 下 步骤 来 
完成 证 明 . 首先 设 (wi1,… ,wn) 是 张 成 V 的 任意 一 组 向 量 . 
第 1 步 

车 wi 含 于 (v1,… ,vm) 的 张 成 , 则 令 B = (v1,… ,vm). 若 

wi 不 含 于 (v1,… ,vm) 的 张 成 , 则 令 = (ol ,vm, wi1). 
第 j 步 

者 wj; 含 于 B 的 张 成 , 则 保持 B 不 变 . 若 w; 不 舍 于 B 的 

张 成 , 则 通过 添加 w; 来 扩充 B. 


经 过 每 一 步 , B 都 保持 线性 无 关 性 , 因为 否则 的 话 由 线性 相 
天 性 引 理 (2.4) 就 会 得 到 矛盾 (回想 一 下 , (v1,:… ,vm) 是 线性 


这 个 定理 可 以 
用 来 给 出 上 面 
推论 的 另 一 个 
证 明 . 具体 地 ， 
设 V 是 有 限 维 
的 . 这 个 定理 
说 明 空 组 () 可 
以 扩充 成 V 的 
一 个 基 . 特别 
地 , V 有 基 . 
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即使 不 假设 V 
是 有 限 维 的 , 利 
思想 , 结合 更 高 
级 的 工具 也 可 
以 证 明 这 个 命 
题 . 


无 关 的 , 并 且 添 加 到 B 中 的 任意 w; 都 不 包含 于 B 中 以 前 的 诸 
问 量 的 张 成 ). 经 过 n 步 , B 的 张 成 就 包含 了 所 有 的 w. 于 是 经 
过 nn 步 所 得 到 的 B 张 成 V, 因此 B 是 V 的 一 个 基 . 


作为 上 面 定 理 的 一 个 很 好 的 应 用 , 我 们 现在 来 证 明 , 对 于 有 
限 维 问 量 空间 的 每 个 子 空间 都 可 以 找到 男 一 个 子 空间 ,使 得 整 
个 空间 是 这 两 个 子 空间 的 直 和 . 
2.13 命题 : 设 V 是 有 限 维 的 ,U 是 V 的 一 个 子 空间 , 则 存在 V 
的 一 个 子 空间 W 使 得 V=U@W. 


证 明 : 因为 V 是 有 限 维 的 , 所 以 UV 也 是 有 限 维 的 (参见 
2.7), 从 而 U 有 一 个 基 (W1,* , Wm) (参见 2.11). (ua , Um) 
当然 是 Y 中 的 一 个 线性 无 关 组 ,因此 可 以 扩充 成 Y 的 一 个 基 


(2 Um 01 … ;Wwn) (参见 2.12). 令 W = span(wi,… ,wn). 


要 证 明 V = U @W, 只 需 证 明 
V=U+W, UNW = 1{0}; 


参见 1.9. 要 证 明 第 一 个 等 式 , 设 w es V、 因 为 组 (wi,… ,um， 
WwW1, On 张 成 V, 所 以 存在 标量 al ,an ,DER 
使 得 


V 一 QU 二 二 amUm 二 01Ww1 十 … 十 bntwn. 
i 


YL 1w 


这 就 是 说 v= 二 w+w, 其 中 weU 和 we W 的 定义 如 上 . 因此 
v EU 十 W, 这 就 完成 了 V =U+W 的 证 明 . 

要 证 明 UNW = {0}, 设 ve UNW, 则 存在 标量 ol , am， 
b1,… ,bn EF 使 得 


v= QU 二 十 Qam um = 01w1 二 十 bntwn. 


因此 


Q1U1 十 -十 Qamum—b01WwW1 一 …: 一 Un = 0. 
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因为 (U1 Um 01) Wn) 是 线性 无 关 的 ， 所 以 al 一 …… 二 
am = 中 三 一 加 =0 从 而 v=0, 这 就 完成 UnW = {0} 
的 证 明 . 加 


$82.3 维 数 


虽然 我 们 已 经 讨论 了 有 限 维 向 量 空间 , 但 我 们 还 没有 定义 
有 限 维 向 量 空间 的 维 数 ， 维 数 该 怎样 定义 昵 ? 合理 的 定义 应 该 
使 得 F" 的 维 数 等 于 n. 注意 到 基 


((1,0,..- ,0), (0, 1, 0,.…- ;Ojai (Oe :0, 1)) 


的 长 度 为 n, 因此 我 们 想 把 维 数 定 义 成 基 的 长 度 . 但 一 般 来 说 ， 
一 个 给 定 的 有 限 维 向 量 空间 可 能 有 很 多 不 同 的 基 , 而 只 有 妆 所 
有 基 都 具有 相同 长 度 时 , 我 们 所 期 望 的 定义 才 有 意义 . 幸好 情况 
就 是 这 样 , 我 们 现在 就 给 出 证 明 . 


2.14 定理 : 有 限 维 向 量 空 间 的 任意 两 个 基 的 长 度 都 相同 . 


证 阴 : 设 V 是 有 限 维 的 , B; 和 Bs 是 V 的 任意 两 个 基 , 则 

.Bi 在 V 中 是 线性 无 关 的 , 并 且 Bo 张 成 V, 故 B1 的 长 度 不 超 
过 B。 的 长 度 (由 2.6). 互 换 B; 和 Bs 的 角色 , 可 知 Bs 的 长 度 
也 不 超过 Bi 的 长 度 . 因此 B) 的 长 度 一 定 等 于 Bs 的 长 度 .， 时 


既然 有 限 维 问 量 空间 的 任意 两 个 基 都 具有 相同 的 长 度 , 我 
们 就 可 以 正式 地 定义 有 限 维 向 量 空间 的 维 数 . 有 限 维 向 量 空间 
的 任意 基 的 长 度 称 为 这 个 向 量 空间 的 维 数 (dimension),V 的 
维 数 (如 果 V 是 有 限 维 的 ) 记 为 dimV， 例如, dim F* = m， 
dim Phn(F)= m+1. 

有 限 维 向 量 空 间 的 每 个 子 空间 都 是 有 限 维 的 (由 2.7), 因此 
都 有 维 数 . 下 一 个 结果 所 给 出 的 子 空间 维 数 的 不 等 式 是 在 预料 
之 中 的 . 


和 pp -Ae re a Es ea 入 . Mt BE Wu. A A : SO op Re Ee 
EE 0 Ne A et 0 
i i i 


2.15 命题 : 若 V 是 有 限 维 的 , 并 且 U 是 V 的 子 空间 , 则 dimU < 
dimV. 


和 有 了 
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实 向 量 空间 R? 
的 维 数 为 2; 复 
向 量 空间 忆 的 
维 数 为 1. 而 作 
为 集合 . 有 ”可 
以 和 C 等 同 起 
来 (两 个 空间 
上 的 加 法 是 相 
作 标 量 乘 法 也 
一 样 ). 因此 ,在 
讨论 向 量 空间 
的 维 数 时 , F 所 
扮演 的 角色 是 
不 能 忽略 的 . 


有 限 维 向 量 空间 


证 明 : 设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 UV 是 V 的 子 空间 , 则 Z 的 
任意 一 个 基 都 是 V 中 的 一 个 线性 无 关 问 量 组 , 从 而 可 以 扩充 成 
V 的 一 个 基 (由 2.12). 因此 U 的 其 的 长 度 小 于 或 等 于 V 的 基 
的 长 度 . 加 


根据 定义 , 要 验证 Y 中 一 组 向 量 是 V 的 基 , 我 们 必须 证 明 
这 个 向 量 组 满足 两 个 性 质 : 它 必须 是 线性 无 关 的 , 并 且 张 成 V. 
下 面 两 个 结果 表明 , 如 果 所 讨论 的 组 具有 适当 的 长 度 , 则 只 需要 
验证 它 满足 所 要 求 的 两 个 性 质 之 一 . 我 们 先 证 明 每 个 具有 适当 
长 度 的 张 成 组 都 是 基 . 


2.16 命题 : 若 了 是 有 限 维 的 , 则 V 中 每 个 长 度 为 dimV 的 张 
成 向 量 组 都 是 V 的 一 个 基 ， 


证 阴 : 设 dimV 一 nn, (v1, Un) 张 成 V, 则 组 (ei) , Un ) 
可 以 化 简 成 V 的 基 (由 2.10). 然而 Y 的 每 个 基 的 长 度 都 为 mw， 
所 以 此 处 的 化 简 是 平凡 的 , 即 (v1,… ,vn) 中 没有 任何 元 素 被 去 


看. 也 就 是 说 , (v1,… ,vn) 是 V 的 一 个 基 . 加 
现在 我 们 来 证 明 线 性 无 关 性 足以 保证 具有 适当 长 度 的 组 都 


是 基 ， 


2.17 命题 : 如 果 V 是 有 限 维 的 , 则 V 中 每 个 长 度 为 dimV 的 
线性 无 关 向 量 组 都 是 V 的 基 ， 


证 明 : 设 dimV = m, (v1,… ,vn) 在 V 中 是 线性 无 关 的 , 则 
组 (v1,… ,vn) 可 以 扩充 成 V 的 基 (由 2.12). 然而 , Y 的 每 个 
基 的 长 度 都 为 n, 所 以 此 处 的 扩充 是 平凡 的 , 即 (vi,… ,vw) 不 
必 添 加 任何 元 素 . 也 就 是 说 , (v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 加 


作为 上 面 命题 应 用 的 一 个 例子 , 考虑 组 ((5,7), (4,3)). F? 
中 这 个 含有 两 个 向 量 的 组 显然 是 线性 无 关 的 ， 因 为 任意 向 量 都 
不 是 另外 一 个 向 量 的 标量 倍 ). 因为 F? 的 维 数 为 2,， 上 面 的 命题 
表明 这 个 长 度 为 2 的 线性 无 关 组 是 F? 的 一 个 基 (不 必 再 验证 
这 个 组 张 成 F?). 

下 一 个 定理 给 出 了 有 限 维 向 量 空 间 的 两 个 子 空间 之 和 的 维 


数 公 式 . 


2.18 定理 : 如 果 U1 和 U2 是 同一 个 有 限 维 向 量 空间 的 两 个 子 
空间 , 那么 


dim(Ui 证 Us) = dim Ui 二 dm U, 一 dim( Ui 站 Us»). 


证 阴 : 设 (WW1, es , Um ) 是 UiMU, 的 基 ， 则 dim(U!1 NU,) 二 7. 
因为 (ti,… ;wm) 是 nN Us 的 基 , 所 以 它 在 太 中 线性 无 关 ， 


因此 可 以 扩充 成 页 的 一 个 基 (wj,… ,wm v1,… ,0;) (由 2.12). 
于 是 dim za = m 十 j. 再 将 (wi1,… ,um) 扩充 成 V2 的 一 个 基 
(Wm 1 有. 于 是 dim U2 = m+ 

现在 只 需 证 明 (Wi1,* ; Um, D1, ,V7, W1, , Wk ) 是 太 十 
Us, 的 一 个 基 , 因为 由 此 可 得 


dim(0i1+U2)= m+j+ik 
一 (人 十 力 十 (mm 二 1) 一 mm 
= dim Ui + dim UU, — dim(Ui N Us). 


显然 span(w1, 人 ) Um, U1) “0;,W1,.…- , Wk ) 包含 Ui 和 
U2, 从 而 包含 十 U2. 因此 为 了 证 明 这 个 组 是 Ui + Us 的 基 , 只 
需 证 明 它 是 线性 无 关 的 . 为 此 , 假设 


QU 二 十 QmUm 十 0101 十 … 十 bj;vj; 十 C1W1 十 … 十 CkWE 一 0， 


其 中 所 有 的 a, b,c 都 是 标量 . 往 证 所 有 的 标量 a, b,c 都 等 于 0. 
上 式 可 以 写成 


C1W1 十 … :十 CRUOK 一 一 01U1 QamUum ~— bv1— :~— bv;, 


”有 妓 cl?201 十 … :十 ckrOk E Ui. 因为 所 有 的 Ww 都 属于 U,, 所 以 
C1WwW1 十 … 十 CkWwWk € U1NnU2. 又 因为 (wi1,… ,um) 是 UNU 的 
基 , 所 以 有 标量 dj,:… ,qd,, 使 得 


C1W1 二 :十 CkWE = diWil 二 + 二 dmUm. 


但 是 (wi,… ,wm, tw1,… ,wk) 是 线性 无 关 的 , 故 由 上 式 可 知 , 所 
有 的 c (和 q) 都 等 于 0. 因此 , 最 初 的 那个 包含 这 些 a, b,c 的 等 
式 变 成 
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两 个 子 空 间 之 
和 的 这 个 维 数 
公式 类 似 于 一 
个 熟知 的 计数 
公式 : 两 个 有 限 
集合 的 并 集 的 
元 素 个 数 等 于 
第 一 个 集合 的 
元 素 个 数 , 加 上 
第 二 个 集合 的 
元 素 个 数 , 再 减 
去 这 两 个 集合 
的 交集 的 元 素 
个 数 . 
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回想 一 下 , 直 和 
类 似 于 不 交 并 . 
因此 2.19 与 下 
面 的 陈述 是 类 
似 的 : 如 果 有 限 
集合 B 可 以 写 
成 41U UA， 
并 且 这 些 4 的 
元 素 个 数 之 和 
等 于 B 的 元 素 
个 数 , 那么 这 个 
并 是 不 交 并 . 


QU 二 + 十 QmUm 十 bvV1 十 … 十 b;v; 二 0. 


因为 组 (wi,… ,um ol ,oj 是 线性 无 关 的 , 所 以 由 这 个 等 式 


可 知 , 所 有 的 a, 5 都 是 0 于 是 , 所 有 的 ab,c 都 等 了 0 得 


下 一 个 命题 表明 维 数 与 直 和 有 很 好 的 关系 . 后 面 的 几 章 会 
用 到 这 个 结果 


2.19 命题 : 设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 Ui,:… ,Um 是 V 的 子 空间 ， 
使 得 
2.20 V=0+…++ Un, 
并 且 
2.21 dimV = dim Ui + :+ dimU,,. 
则 VV=U@:.:..@®@U,. 
证 明 : 取 每 个 U; 的 一 个 基 . 将 这 些 基 合 在 一 起 构成 一 个 长 
度 为 dimV (由 2.21) 的 组 , 并 且 这 个 组 张 成 V (由 2.20), 从 而 


是 V 的 一 个 基 (由 2.16). 特别 地 , 这 个 组 是 线性 无 关 的 . 
现在 假设 wi es U1,… ,um € Um 使 得 


0 = ut Um. 


我 们 可 以 将 每 个 wj 写成 U0; 的 (上面 所 选取 的 ) 基 向 量 的 线性 
组 合 . 将 这 个 线性 组 合 带 入 上 面 的 表达 式 , 我 们 就 将 0 写成 了 V 
的 上 述 基 的 线性 组 合 . 因此 这 个 线性 组 合 中 所 用 到 的 标量 一 定 
都 为 0. 于 是 每 个 wu; = 0, 这 就 证 明了 V = Ue@:…@U, (由 
1.8). 加 


Ep 


一 


[Be 


Ch 


OY CI 


一 


OO 


10. 


习 器 


. 证 明 : 如 果 (v1,… ,vn) 张 成 V, 那么 由 每 个 向 量 (最 后 一 


个 向 量 除 外 ) 减 去 其 后 一 个 癌 量 所 得 到 的 组 
(V1 V2,V2 一 83， ' ,Un-1 ~ Vn, tj) 


也 张 成 V. 


. 证 明 : 如 果 (v1,… ,vn) 在 Y 中 是 线性 无 关 的 , 那么 由 每 个 


向 量 (最 后 一 个 向 量 除 外 ) 减 去 其 后 一 个 向 量 所 得 到 的 组 
(v1 一 2) 72 一 3 ,Vn-l1 — Vn,) Un) 


也 是 线性 无 关 的 


. 设 (v1,… ,vn) 在 V 中 是 线性 无 关 的 , 并 且 w eV. 证 明 : 


着 (51 十 由 ,un 十 她) 是 线性 相关 的 , 则 w € span(v1,…， 


Un). 


. 设 m 是正 整数 . 由 0 和 系数 在 下 中 次 数 等 于 m 的 所 有 多 


项 式 所 组 成 的 集合 是 P(F) 的 子 空间 吗 ? 


. 证 明 Eee。 是 无 限 维 的 . 
. 证 明 由 [0,1] 区 间 上 所 有 连续 的 实 值 函 数 所 组 成 的 实 阿 量 


空间 是 无 限 维 的 . | 


. 证 明 : V 是 无 限 维 的 当 且 仅 当 V 中 有 一 个 向 量 序列 wi， 


v2,… ,使 得 对 每 个 正 整 数 n，(v1,… ,vn) 都 是 线性 无 关 
的 . 


. 令 U 是 Rs 的 由 


U = {(x1, x2, x3, T4, 75) ER :Zz1 = 3x2 and x3 = 77x4} 


定义 的 子 空间 . 求 U 的 一 个 基 . 


. 证 明 或 反 驶 : Ps3(F) 有 一 个 基 (po,pi,ps,pP3) 使 得 多 项 式 


po, pi, Po2， D3 的 次 数 都 不 等 于 2. 


设 V 是 有 限 维 的 , dim Vn. 证 明 在 V 中 存在 一 维 子 空 
间 U,:… ,U 使 得 


V=U®@:.:..@®@U,. 


36 第 2 章 有 限 维 向 量 空间 


Wy 


11. 设 V 是 有 限 维 的 , UV 是 V 的 子 空间 使 得 dimU = dimV. 
证 明 7 = TV 


12. 设 Po, Pi,:** ,Pm 是 Pn(F) 中 多 项 式 ， 使 得 对 任意 7 都 有 


天 的 . 


13. 设 U 和 W 都 是 Rs 的 子 空间 , 使 得 dim UV = 3, dim W = 5 
并 且 U+W= Rs. 证 明 UVNW = {0}. 
14. 设 UV 和 Ww 都 是 BR? 的 5 维 子 空间 . 证 明 Un Ww {0}. 
15. 通过 与 有 限 集合 中 三 个 子 集 之 并 的 元 素 个 数 公式 相 类 比 , 你 
可 能 会 猜 到 ,如果 0,Uo,Us 是 有 限 维 向 量 空间 的 子 空间 ， 
那么 
dim (Ui 十 Us 十 Us) 一 dm Ui 十 dm 十 dm Us 
— dim(Ui N U2) — dim(Ui N Us) 


二 dim(U, N Us) 
十 dim (Ui N Us N Us). 
证 明 或 举 反 例 . 


16. 证 明 : 若 V 是 有 限 维 癌 量 空间 , 并 且 如,:… ,Un 都 是 V 的 
子 空间 , 则 
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dim(La 十 … 十 Dj 乏 dim Da 十 … 十 qin 


使 得 V = 玉昌 … 四 Umw, 那么 


dimV 一 dmlLn 十 … :十 dm . 


这 个 习题 深化 了 子 空间 的 直 和 与 子 集 的 不 交 并 之 间 的 类 比 . 
特别 地 , 把 这 个 习题 与 下 面 的 明显 陈述 相 比较 : 如 果 一 个 有 
限 集 合 写 成 了 子 集 的 不 交 并 , 那么 该 集合 的 元 素 个 数 等 于 \ 
这 些 不 相交 子 集 的 元 素 个 数 之 和 . 
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重 禾 今 我 们 所 关注 的 都 是 向 量 空间 , 而 向 量 空间 并 不 那么 让 
. 量 。 ”人 兴奋 . 我 们 现在 要 讨论 的 主题 一 一 线性 映射 才 是 真正 让 人 感 
兴趣 的 部 分 

先 回顾 一 下 , 我 们 总 采用 如 下 假定 : 


| F 表示 及 或 C. 
| V 是 上 的 向 量 空 间 . 


在 这 一 章 , 我 们 还 经 常 需要 V 之 外 的 另 一 个 向 量 空 间 W: 


| 在 本 章 的 其 余部 分 ， 
W 表示 下 上 的 向 量 空间 . 


举 洲 迷 


Ww hy 
~ 证 
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使 用 线性 变换 


(linear trans- 


formation) 这 


样 的 术语 ， 意 
思 与 线性 映射 
相同 . 


83.1 “定义 与 例子 


从 V 到 W 的 线性 映射 (linear map) 是 具有 下 列 性 质 的 
前 数 TT:V 一 W: 


加 性 (addivity) 
对 所 有 wv,v eV 都 有 了 T 了 (w++v) 二 Tw + Tv; 


齐 性 (homogeneity) 
对 所 有 ae F, veV 都 有 T(av) = a(T'w). 


注意 , 对 于 线性 映射 , 我 们 经 常 使 用 记号 Tu, 也 使 用 更 标准 的 函 
数 记号 T(v). 

从 V 到 W 的 所 有 线性 映射 所 构成 的 集合 记 为 L(V, W). 我 
们 来 看 线性 映射 的 一 些 例 子 . 你 一 定 要 验证 下 面 所 定义 的 函数 
的 确 是 线性 映射 . 


委 (zero) 
除了 其 他 用 法 之 外 , 我 们 还 用 符号 0 表示 一 个 函数 , 它 把 某 
个 向 量 空 间 的 每 个 元 素 都 映 成 男 一 个 向 量 空间 的 加 法 单位 
元 . 确切 地 说 , 0 e L(V,W) 定义 如 下 


0v = 0. 


注意 , 等 式 左边 的 0 是 从 V 到 W 的 函数 , 而 右边 的 0 是 
W 的 加 法 单位 元 . 一 般 来 说 , 通过 上 下 文 可 以 辨别 符号 0 
的 各 种 用 法 . 

恒 等 (identity) 
恒 等 映射 (identity map) 是 某 个 向 量 空间 上 的 函数 , 记 为 
7, 它 把 每 个 元 素 都 映 成 自身 . 确切 地 说 , Te L(V,V) 定义 
如 下 


1»v = ww. 


微分 (differentiation) 
定义 Te C(P(R),P(R)) 如 下 


Tp=9p.. 


这 个 函数 是 线性 的 , 此 论断 只 是 把 关于 微分 的 一 个 基本 结 


9 
A 


83.1 定义 与 例子 39 


果 换 了 一 种 说 法 ; (+g) = 六 +g，(af)' = oj ,其 中 六 9 
是 可 微 的 , a 是 常数 . 

积分 (integration) 

定义 Te C(P(RJ), 共 ) 如 下 


1 
rp= | p(T) dX. 
0 


这 个 函数 是 线性 的 , 此 论断 只 是 把 关于 积分 的 一 个 基本 结 
果 换 了 一 种 说 法 : 两 个 函数 之 和 的 积分 等 于 这 两 个 函数 积 
分 的 和 , 常数 与 函数 乘积 的 积分 等 于 常数 乘 以 沙 数 的 积分 . 


z2 乘 (multiplication by xz2) 


定义 Te L(P(R),P(R)) 如 下 尽管 线性 映射 

在 整个 数学 中 

(TP)() = 2p(2), z ER. ee 

后 向 移 位 (backward shift) 
回忆 一 下 , Fe 表示 F 中 元 素 的 所 有 序列 所 组 成 的 向 量 空 人 人 

间 . 定义 Te LA(F%,F”) 如 下 人 

些 学 生 似 乎 认 

T(x1, 7Z2; 23 ) = (22, 3 ). 为 COS 是 有 人 

从 En 到 Fm (from Fn to Fm) 


定义 Te C(R3,R2) 如 下 


COS2T 一 2cogs7 
T(z,y,2) 一 (2 一 yy 十 3z,77 十 57 一 6z). 和 cos(T 十 y) = 


cosZ 十 cos? 这 
更 一 般 地 , 设 m 和 n 都 是 正 整数 , ajz EF, j= 二 1,…,m， 样 的 “恒等式 ”. 
二 1,…,n. 定义 TeL(F"7,F™"m) 如 下 


T(x, 2 , Tn) =(a1,171 0 
Qm,1X1 es pe 
以 后 我 们 会 看 到 从 F" 到 Fm 的 每 个 线性 映射 都 是 这 种 形 
式 的 . 


设 (v1,… ,vn) 是 V 的 一 个 基 , 并 且 T:V 一 W 是 线性 的 . 
如 果 wv eV, 那么 v 可 写成 如 下 形式 


Vv QV1 QUn: 
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由 了 的 线性 可 知 
Tw = Qa1T01 二:… 二 anT vy. 


特别 地 , Tv1,… ,Twn 的 值 确定 了 了 在 V 的 任意 向 量 上 的 值 
线性 映射 可 根据 其 在 一 个 基 上 的 取 值 来 构造 , 而 这 些 取 值 重 

可 以 是 任意 指定 的 ， 具体 地 , 给 定 Y 的 基 (ol,… ,wn) 和 任意 “二 

指定 的 向 量 wi,… ,son e W, 我 们 都 可 以 构造 一 个 线性 映射 ” 

人 :7Y -3 W 使 得 Tv9; = WwW;, 7] = 1,.… ,Nn. 这 样 就 别 无 选择 了 ， 

必须 定义 7 如 下 : 


T(a1v1 四 QnvVn) = QitD1 十 十 Qnrtn， 


其 中 a1,… ,an 是 正中 的 任意 元 素 . 由 于 (vw1,… ,un) 是 V 的 
基 , 所 以 上 面 的 等 式 的 确定 义 了 从 V 到 W 的 函数 了 T. 你 应 该 验 
证 , 如 上 定义 的 函数 了 是 线性 的 , 并 且 To = wj, j= 1,…,n. 

现在 , 我 们 要 在 L(V, W) 上 定义 加 法 和 标量 乘法 , 以 使 其 成 
为 一 个 向 量 空间 .对 于 S,T < L(V,W), 采用 通常 的 函数 加 法 ， 
可 以 定义 一 个 函数 5S 十 T e L(V,W): 


(S+T)v= Sv+Tv, vEV. 


你 应 该 验证 , 当 5S,T e L(V,W) 时 , 5 +T 的 确 是 从 V 到 到 的 
线性 映射 . 对 于 a e F 和 Te L(V,W), 采用 通常 的 数 与 函数 的 
乘法 , 可 以 定义 一 个 函数 aT < L(V, W): 


(aT)v =a(Tv), v EV. 


你 应 该 验证 , 当 aeF，Te L(V,W) 时 , aT 的 确 是 从 六 到 三 
的 线性 映射 . 对 于 刚才 定义 的 这 些 运 算 , (你 应 该 验证 ) L(V, W) 
成 为 一 个 癌 量 空间 . 注意 , C(V W) 的 加 法 单位 元 就 是 本 节 前 面 
所 定义 的 零 映 射 . 

一 般 来 说 , 回 量 空 间 中 的 两 个 元 素 相 乘 是 没有 意义 的 , 但 是 
对 于 一 对 适当 的 线性 映射 却 存在 一 种 有 用 的 乘积 . 我 们 还 需要 
第 三 个 向 量 空间 , 所 以 假设 UV 是 上 的 同 量 空间 ， 如 果 了 < 
L(U,V), SE L(V,W), 那么 定义 ST e L(U,W) 如 下 : 


(ST)(v) = S(Tvw), v EUVU. 


也 就 是 说 , ST 恰 为 通常 的 函数 复合 5oT. 但 是 , 若 两 个 函数 者 
是 线性 的 , 则 大 多 数 数学 家 都 写成 5T 而 不 是 5。T， 你 应 该 验 


证 , 当 TE L(V,V), Se L(V,W) 时 , ST 的 确 是 从 U 到 W 的 


| 线性 映射 . 注意 , 只 有 当 了 映 到 5 的 定义 域内 时 ST 才 有 定义 . 


我 们 称 ST 是 3 和 7 了 的 乘积 (product). 你 应 该 验证 , 它 具 有 

乘积 的 大 多 数 常 见 性 质 : 

”结合 性 (associativity) 

(了 TD = (TsT3), 这 里 五 ,TD, 了 TD 都 是 线性 映射 , 并 且 乘 

积 都 有 意义 (Bh 73 必须 映 到 的 定义 域内 , 并 日 TT 必须 
映 到 五 的 定义 域内 ). 

恒 等 映射 (identity) 
TI = 了, IT = 了 T, 这 里 Te L(V,W) (注意 , 在 第 一 个 等 式 
中 ,了 是 V 上 的 恒 等 映 射 , 而 在 第 二 个 等 式 中 了 是 W 上 的 
恒 等 映射 ). 


分 配 性 质 (distributive properties) 

(S1+ S52)T = SIT +S37T，53(T 十 克 ) = S7T 十 975, 这 里 

T,T, Ty € L(U,V), 5,91,82 € L(V,W). 

线性 映射 的 乘法 不 是 交换 的 . 也 就 是 说 , ST = T5 未 必 成 
立 , 即便 是 这 个 等 式 的 两 边 都 有 意义 . 例如 , 阁 TeL(P(R),P(R)) 
是 本 节 前 面 所 定义 的 微分 映射 , Se C(P(R),P(R)) 是 本 节 前 面 
所 定义 的 z2 乘 映 射 , 则 


((ST)p)(z) = zp'(z), 但 (TS)p)(z) = zp' (2) + 2zp(7). 
也 就 是 说 , 先 乘 zx? 再 微分 和 先 微分 再 乘 z? 是 不 同 的 . 


$3.2” 零 空间 与 值 域 
对 于 Te L(V,W),V 中 被 工 映 成 0 的 那些 向 量 所 组 成 的 
子 集 称 为 了 的 零 空间 (null space)， 记 为 null 了 : 


nulT = {veEV :Tv = 0}. 


来 看 前 一 节 的 几 个 例子 . 在 微分 的 例子 中 , 我 们 用 Tp = 名 
定义 了 Te L(P(R),P(R)). 只 有 常 函 数 的 导数 才 是 零 函 数 , 于 
是 , 在 此 情况 下 , T 的 零 空 间 等 于 常 函 数 之 集 
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有 些 数学 家 使 
用 术语 核 (ker- 
nel) 而 不 是 零 


空间 . 
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在 z2 乘 的 例子 中 , 我 们 用 (Tp)(x) = z2p(z) 定义 了 了 < 
L(P(R),P(R)). 满足 zzp(z) = 0(z e R) 的 多 项 式 p 只 有 0 多 
项 式 . 于 是 , 在 这 种 情况 下 我 们 有 


nullT = {0}. 
在 后 问 移 位 的 例子 中 , 我 们 用 
T(xi, 72, XT3;,'") = (2, 2723) 


定义 了 Te L(F™%,F”). 显然 , T(zi za zs) 等 于 0 当 且 仅 
当 zz,zs……… 都 是 0. 于 是 , 在 这 种 情况 下 我 们 有 


nullT = {(a,0,0,.….):a€F}. 


下 一 个 命题 证 明了 线性 映射 的 零 空 间 是 定义 域 的 子 空间 . 特 
别 地 , 0 包含 于 每 个 线性 映射 的 零 空 间 . 


3.1 命题 : 若 Te L(V,W), 则 nul 是 V 的 子 空间 . 
证 明 : 设 Te L(V,W). 由 加 性 可 得 
7(0)= T(0+0)= 7(0)+7(0), 


从 而 T(0) = 0. 于 是 0 e nullT. 
如 果 w,v ce nullT, 那么 


T(u+i+v) = Tu+Tv=0+0=0, 


从 而 ww 二 veE nullT. 于 是 nullT 对 加 法 封闭 . 
如 果 we nulT, a € F, 那么 


T(au) = aTwu = a0 = 0, 
从 而 ou se nullT. 于 是 nullT 对 标量 乘法 封闭 . 


我 们 已 经 证 明了 了 的 零 空 间 包 含 0, 并 且 对 加 法 和 标量 乘 
法 都 封闭 . 因此 , nullT 是 Y 的 子 空间 . 加 
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线性 映射 了 :TY 一 W 称 为 单 的 (injective), 如 果 当 w,wv e 


量 yy Tw = Tw 时 , 必 有 =w. 下 一 个 命题 表明 ,为 了 验证 线性 映 


射 是 单 的 , 只 需 验 证 0 是 唯一 一 个 被 映 成 0 的 向 量 . 作为 这 个 
命题 的 一 个 简单 应 用 , 我 们 看 到 , 本 节 前 面 计 算 零 空间 的 三 个 线 
性 映射 (微分 、zx? 乘 、 后 向 移 位 ) 中 只 有 z” 乘 是 单 的 . 


3.2 命题 ; 设 T 了 Ee L(VW), 则 工 是 单 的 当 且 仅 当 nullT7 = {0}. 


证 明 : 首先 假设 7 是 单 的 . 我 们 要 证 明 nuliT = {0}. 已 
知 {0} C nuliT (由 3.1). 为 了 证 明 男 一 个 方向 的 包含 关系 , 设 
v € nullT, 则 


T(v) = 0 = T(0). 


因为 是 单 的 , 改 由 上 式 可 得 v = 0. 于 是 aull7 = {0}. 
反之 , 假设 nulT = {0}. 我 们 要 证 明 了 是 单 的 . 为 此 , 设 
u,v EV, 并 且 Tw = Tw, 那么 


0 = Twu— Tv = Tw — v0). 


于 是 一 v 含 于 nullT = {0}. 因此 wv==0, 即 ==wv. 故 T 
是 单 的 . 关 


对 于 工 e L(V,W), 由 W 中 形 如 Twv(v EV) 的 同 量 所 组 成 
的 子 集 称 为 了 的 值 域 (range), 记 为 rangeTT: 


rangeT = {Tv:v EV}. 


例如 , 者 了 ce L(P(R),P(R)) 是 由 Tp = p' 所 定义 的 微分 映射 
则 rangeT = P(R). 这 是 因为 , 对 于 每 个 多 项 式 ge P(R) 都 存 


人 入 ”在 多 项 式 pe P(R) 使 得 p' = 9 


义 如 , 者 TE L(P(R),P(R)) 是 由 (Tp)(x) = z?p(z) 定义 
的 z2 乘 线 性 映射 , 则 了 的 值 域 是 形 如 azz2 十 … + amzm 的 多 
项 式 所 组 成 的 集合 , 其 中 a2,:… ,am € R. 

下 一 个 命题 证 明了 线性 映射 的 值 域 是 目标 空间 的 子 空间 . 


3.3 命题 如 果 Te L(V,W), 那么 range 是 W 的 子 空间 . 


很 多 数学 家 
采用 一 对 一 的 
(one-to-one) 
这 样 的 术语 , 意 
思 与 单 的 相同 . 


某 些 数学 家 使 
用 象 (image) 
这 个 词 ， 意思 与 


值 域 相同 . 
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许多 数学 家 采 
用 映 上 (onto) 
这 个 术语 , 意思 
与 满 的 相同 . 


证 明 : 设 TeL(V,W), 则 7T(0)=0( 由 3.1), 即 0 Erange7. 
如 果 101, ?22 € range 7, 那么 存在 vi,vV2 EV 使 得 Tw! = 
wi1, Tv = WwW. 于 是 : 


7 了 (1 + v2) = Tv 十 7 了 V2 = Wl + wy, 


故 wi 十 Ww2 E rangeT. 因此 , rangeT 对 加 法 封闭 . 
如 果 w € rangeT, a e F, 那么 存在 v EV 使 得 To = ww. 
于 是 


T(ov) = aTw = aw, 


故 arw es rangeT. 因此 , range7 对 标量 乘法 封闭 . 
我 们 已 经 证 明了 rangeT 包含 0, 并 且 对 加 法 和 标量 乘法 都 
封闭 , 所 以 range 是 W 的 子 空间 . 呈 


线性 映射 了 : V -; W 称 为 满 的 (surjective), 如 果 它 的 
值 域 等 于 W、 例如, 由 Tp = p' 定义 的 微分 映射 Te C(P(RJ)， 
P(R)) 是 满 的 , 因为 它 的 值 域 等 于 P(R)， 又 如 , 由 (Tp)(x) = 
z2p(z) 定义 的 线性 映射 Te L(P(R),P(R)) 不 是 满 的 , 因为 它 
的 值 域 不 等 于 P(R)， 再 如 , 你 应 该 验证 , 如 下 定义 的 后 癌 移 位 
映射 荆 e C(Fec ,Foce) 是 满 的 ， 


T(x1, X2, 2Z3， - (Z2, 2Z3， a 


线性 映射 是 不 是 满 的 与 我 们 把 什么 看 作 目 标 空间 有 关 ， 例 
如 , 固定 一 个 正 整数 m, 由 Tp=p' 定义 的 微分 映射 TeL(P (BR)， 
Pi,(R)) 不 是 满 的 , 因为 多 项 式 zm 不 包含 于 了 的 值 域 . 然而 , 由 
Tp = p' 定义 的 微分 映射 Te L(Pn,(R), Pn,_1(R)) 是 满 的 , 因 
为 它 的 值 域 等 于 目标 空间 P;,_1(R). 

下 一 个 定理 是 本 章 的 主要 结果 : 有 限 维 问 量 空间 上 的 线性 
映射 的 零 空 间 的 维 数 加 上 值 域 的 维 数 等 于 定义 域 的 维 数 . 


3.4 定理 : 如 果 是 有 限 维 向 量 空间 , 并 且 卫 e L(V,W), 那么 
rangeT 是 W 的 有 限 维 子 空间 , 并 且 


dimV = dimnullT + dimrangel. 
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量 证 明 : 假设 V 是 有 限 维 向 量 空间 , TE L(V,W), (wa ,Um) 
.时 ”是 nulT 的 一 个 基 , 那么 dim nulT = m. 线性 无 关 组 (wa ， 
i wm) 可 以 扩充 成 V 的 基 (wi)… ,um ,Wwn) (由 2.12). 于 
是 dimV = m+n. 为 了 完成 证 明 , 只 需 证 明 range 是 有 限 维 的 ， 
并 且 dimrangeT = nn. 为 此 , 往 证 (Ta ,Twn) 是 rangeT 
的 基 . 
设 vEV. 因为 (ww)… ,um ,Wwn) 张 成 V, 所 以 


VD =U 二 + 十 QmUunm 二 01W1 十 … 十 bntwn， 
其 中 的 这 些 co 和 5 都 含 于 下 . 用 工作 用 于 上 式 两 端 可 得 
Tw = 01Twi + bn Twn, 


其 中 没有 出 现形 如 Tu; 的 项 , 这 是 因为 每 个 wj e nullT， 上面 
这 个 等 式 表 明 (Twi1,… ,Tan) 张 成 rangeT， 特别 地 , range 了 T 


是 有 限 维 的 . 
为 了 证 明 (Tw1,.…- ;了 un | 是 线性 无 关 的 ， 设 C1ly°°** ,Cn = 
FE, 并 且 
cl174?01 十 … .十 cn14n 三 0， 
那么 
Tcltl 十 … :十 cnWn) = 0, 
改 


c1W1i 十 … 十 cnwn Enul2 
因为 (wi,… ,um) 张 成 nullT, 所 以 
C1W1 十 … 十 CnWwn 二 diUi 十 … 十 dmUnm,， 


其 中 的 这 些 d 都 含 于 F. 这 个 等 式 表明 , 所 有 的 c (和 q) 都 是 0 
(因为 (wi,…, um, wi1,…, wn) 是 线性 无 关 的 )， 于 是 , (Tw1,……， 
Zn) 是 线性 无 关 的 , 于 是 它 是 rangeT 的 基 . | 
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现在 我 们 可 以 证 明 , 从 一 个 有 限 维 问 量 空间 到 比 它 更 小 的 
问 量 空间 的 线性 映射 不 可 能 是 单 的 , 这 里 “更 小 ”是 用 维 数 来 衡 


量 的 . 


3.5 推论 ， 如 果 VV 和 W 都 是 有 限 维 向 量 空间 , 并 且 dimV > 是 
dimW, 那么 V 到 W 的 线性 映射 一 定 不 是 单 的 . 


证 明 : 假设 V 和 W 都 是 有 限 维 向 量 空间 , 并 且 dimV > 
dim W. 对 于 Te L(V,W), 由 3.4 可 得 


dimnull7T = dimV — dimrange7 
之 dmyY 一 din W 
> 0, 


这 就 证 明了 dimnullT > 0, 即 nullT 必须 包含 非 零 问 量 . 因此 
T 不 是 单 的 (由 3.2). 加 


下 一 个 推论 在 某 种 意义 上 是 推论 3.5 的 对 偶 , 它 表 明 从 一 个 
有 限 维 向 量 空间 到 比 它 更 大 的 向 量 空间 的 线性 映射 不 可 能 是 满 
的 , 这 里 “更 大 ”是 用 维 数 来 衡量 的 . 


3.6 推论 : 如 果 VV 和 W 都 是 有 限 维 向 量 空间 , 并且 dimV < 
dim W, 那么 VV 到 W 的 线性 映射 一 定 不 是 满 的 . 


证 明 : 假设 V 和 W 都 是 有 限 维 向 量 空间 , 并 且 dimV < 
dim W. 对 于 Te L(VW,W), 由 3.4 可 得 


dimrange7T = dimV — dimnullT : 
< dimV 
< dim W, 


这 就 证 明了 dimrange < dimW, 即 rangeT 不 等 于 W. 因此 
了 不 是 满 的 . 


上 面 这 两 个 推论 在 线性 方程 组 理论 中 有 一 些 重 要 结论 . 为 
了 看 出 这 一 点 ， 固定 正 整 数 70 和 nN, 并 设 Qj,k 和 上 ， 7 ls ,0 
二 1,… 定义 下 :了 Fn -Fm 如 下 


as er TT 
人 . Re 
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?7 


7 (71 ,Tn) = (> CT1RLKE 并 sm] 
R==1 k= 二 

现在 考虑 方程 Tx = 0 (其 中 ze F", 0 是 Fm 的 加 法 单位 元 ， 

即 , 由 0 组 成 的 长 度 为 m 的 组 ). 设 z = (zi ,zn), 那么 方程 

Tz=D 可 以 重新 号 成 一 个 齐 次 方程 组 : 


n 
Ql1,kTk 一 0 
k==1 


n 
> Qm,kLk 一 0. 
k=1 


把 其 中 的 这 些 a 都 看 作 已 知 的 , 我 们 感 兴趣 的 是 变量 zi ,zx 
的 解 . 因此 , 我 们 有 mm 个 方程 和 ”个 变量 .显然 zi = … = 
zn = 0 是 一 个 解 , 关键 问题 是 , 是 否 还 有 其 他 解 . 也 就 是 说 , 我 
们 想 知 道 null7T 是 否 严格 大 于 {0}. 这 种 情形 恰好 当 人 不 是 单 
的 时 才 出 现 (由 3.2). 由 3.5 可 知 , 如 果 ”> m, 那么 人 不 是 单 
的 . 结论 : 当 变 量 多 于 方程 时 , 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 零 解 . 

设 T 如 上 一 段 , 现在 考虑 方程 Tz=c, 其 中 c=(c1,:…,cm)E€ 
.F™. 把 方程 Tx = c 重新 写成 一 个 非 齐 次 方程 组 : 


nN 
> Q1KZK 一 C1 
k=1 


nn 
QOm, kk > Cm- 
k=1 


和 以 前 一 样 , 把 其 中 的 这 些 a 都 看 作 已 知 的 . 现在 的 关键 问题 
是 ,是 不 是 对 于 每 一 组 常数 项 c1,… ,cm € F, 变量 zi ,zn 
都 至 少 有 一 个 解 . 也 就 是 说 , 我 们 想 知 道 rangeT 是 否 等 于 F™. 
由 3.6 可 知 , 如 果 n < m, 那么 了 不 是 满 的 . 结论 : 当 方 程 多 于 
变量 时 , 必 有 一 组 常数 项 使 得 相应 的 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 . 


这 里 齐 次 (ho- 
mogeneous ) 
的 意思 是 每 个 
方程 右边 的 党 
数 项 都 等 于 0. 


变量 多 于 方程 
的 齐 次 方程 组 
和 方程 多 于 变 
量 的 非 齐 次 方 
程 组 的 这 些 结 
果 通 常 都 是 用 
高 斯 消 元 法 来 
证 明 的 . 这 里 
所 采取 的 抽象 
的 处 理 方法 使 
证 明 更 简洁 . 
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33.3 ”线性 映射 的 矩阵 


我 们 已 经 看 到 , 如 果 (1 ,Un) 是 V 的 基 , 并 且 了 人 :TY 一 
W 是 线性 的 , 那么 值 Tw1,… ,Tw 确定 了 7 了 在 V 中 任意 向 量 
上 的 信 . 在 这 一 节 , 我 们 将 看 到 姑 何 用 矩阵 和 W 的 基 来 有 效 地 
记录 这 些 Tv; 的 值 . : 

设 m 和 n 都 是 正 整数 . 一 个 m xm 和 矩阵 (matrix) 是 一 个 
有 mm 个 行 和 个 列 的 矩形 阵列 , 犹如 : 


Q11 am | 


dm,l 1 QQm,n | 


注意 , 第 一 个 下 标 代表 行 数 , 第 二 个 下 标 代表 列 数 . 因此 , a3,2 表 
明 该 元 素 位 于 上 述 和 矩阵 的 第 三 行 第 二 列 . 我 们 考虑 的 矩阵 的 元 
素 通 常 都 是 F 中 的 元 素 . 

设 了 e L(V,W), (v1,… ,vn) 是 V 的 基 , (wi,… ,wm) 是 
W 的 基 , 那么 对 于 每 个 大 = 1,… ,n, Twvx 都 可 以 唯一 地 写成 这 


3.8 了 OK 一 Q1KUI 十 … 十 Qm kWm, 


其 中 oj ee 了 ,7 = 1,… ,m， 因为 线性 映射 由 其 在 基 上 的 值 确 
定 , 所 以 线性 映射 了 由 这 些 标量 ojx 完全 确定 . 由 这 些 a 所 构成 
的 痉 x 史 矩阵 3.7 称 为 丰 关 于 基 (v1,… ,vn) 和 基 (tw1,:… ,wm) 
的 矩阵 (matrix), 记 为 


MI(T, 1 Von)(D1 ,0m)). 
如 果 基 (v1,… ,uvn) 和 基 (wi,… ,wm) 在 上 下 文中 是 自明 的 


(例如 , 只 有 一 个 基 ), 那么 将 MI(T, (1 ,Vn), (W1,* , Wm)) 
简 记 为 M(T). 


为 了 记 住 如 何 从 工 构造 M(T), 可 以 将 定义 域 的 基 向 量 。 
v1,… ,vn 横 写 在 顶端 , 并 将 目标 空间 的 基 向 量 wi,… ,wm 竖 


| 
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写 在 左 侧 , 如 下 所 示 : 


V1 * Uk Un, 
1 | Ql1,k 
Wm | Crm ,天 J 


注意 , 在 上 面 的 和 矩阵 中 , 只 列 出 了 第 列 (因此 所 列 出 的 这 些 a 
的 第 二 个 下 标 都 是 ). 把 Tw 写成 诸 w 的 线性 组 合 , 所 需 的 这 
些 系 数 就 组 成 了 M(T) 的 第 上 列 . 于 是 , 上 面 的 图 会 提醒 你 , 从 
矩阵 .AM(T) 又 得 到 了 Tok: 将 矩阵 的 第 % 列 的 每 个 元 素 与 左 侧 
的 列 中 相应 的 w 相 乘 , 然后 再 将 所 得 问 量 相 加 . 

如 果 了 是 F" 到 F™m 的 线性 映射 , 那么 除非 特殊 说 明 , 总 设 
所 考虑 的 基 是 标准 基 (其 中 第 个 基 向 量 的 第 上 个 位 置 是 1, 而 
其 他 位 置 都 是 0)， 如 果 把 Fm 中 的 元 素 看 成 由 m 个 数组 成 的 
列 , 那么 可 以 把 AM(T) 的 第 列 视 为 了 对 大 个 基 辐 量 的 作用 ， 
例如 , 若 了 e C(EF2,EF3) 定义 如 下 


T(x,y) = (z+ 3y,27+ 5vy,77++ 9y), 


那么 工 (1,0) = (1,2,7), T(0,1) = (3,5,9). 因此 , 人 ( 关 于 标准 基 ) 
的 矩阵 是 3 x 2 矩阵 


A DO ~ 
(©O A Ww 


若 我 们 有 VV 的 基 (v1,… ,un) 和 W 的 基 (wi,… ,wm), 则 
对 于 每 个 从 V 到 W 的 线性 映射 , 我 们 都 可 以 谈论 它 的 矩阵 ( 当 
然 , 是 关于 这 些 基 的 ). 两 个 线性 映射 之 和 的 矩阵 是 否 等 于 这 两 
个 映射 的 矩阵 之 和 ? 

这 个 问题 现在 还 没有 意义 , 这 是 因为 , 尽管 我 们 定义 了 两 个 
线性 映射 的 和 , 但 是 还 没有 定义 两 个 矩阵 的 和 . 幸好 和 矩阵 的 和 有 
明显 的 定义 , 而 且 此 定义 恰好 就 有 这 样 的 性 质 ， 具 体 地 , 我 们 规 
” 定 同 样 大 小 的 矩阵 相 加 就 是 把 矩阵 中 相对 应 的 元 素 相 加 : 


线性 映射 0 (把 
每 个 向 量 都 变 
成 0 的 线性 映 
射 ) 关 于 任何 基 
的 矩阵 都 由 0 
组 成 
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Qm,1 QUm,n bm 1 - Op 


Cb a Di Opn 


Cm,1 六 De mm i Oi 
对 于 如 此 定义 的 矩阵 加 法 , 你 应 该 验证 , 当 Se LZ(V,W) 时 ， 
3.9 NT+S) = M(T) + MI(S). 


仍然 假设 我 们 已 经 取 定 了 茶 些 基 , 标量 与 线性 映射 之 积 的 
矩阵 是 否 等 于 标量 与 线性 映射 的 矩阵 之 积 ? 这 个 问题 现在 还 没 
有 意义 , 这 是 因为 我 们 还 没有 定义 矩阵 的 标量 乘法 . 垃 好 甜 阵 的 
标量 乘法 有 明显 的 定义 , 而 且 此 定义 恰好 就 有 这 样 的 性 质 . 具体 
地 , 标量 与 矩阵 的 乘积 就 是 用 该 标量 乘 以 矩阵 的 每 个 元 素 : 


Q1,1 人 Cl,m | CQ1,1 入 CQO1n 
c| : | 
| Qml 1 Qmm CQUm,1l “°°* Cam,n 


对 于 如 此 定义 的 矩阵 的 标量 乘法 ， 你 应 该 验证 , 当 ce 了 ,Te 
C(P W) 时 ， 


3.10 M(cT) = cMI(T). 


因为 已 经 定义 了 矩阵 的 加 法 和 标量 乘法 , 所 以 由 此 产生 一 
个 向 量 空间 就 不 足 为 奇 了 , 只 需 一 个 记号 来 表示 这 个 癌 量 空间 ， 
元 素 在 中 的 所 有 m xn 矩阵 之 集 记 为 Mat(m,n,F). 你 应 该 验 : 
证 , 关于 上 面 定义 的 矩阵 加 法 和 标量 乘法 , Mat(m,n,F) 是 向 量 
空间 . 注意 , Mat(mm,E) 的 加 法 单位 元 是 元 素 全 为 0 的 mxn 
矩阵 、 

设 (v1,…,vn) 是 V 的 基 , (wi,…,wm) 是 W 的 基 , (wi,……， 
up) 是 男 一 个 向 量 空间 U 的 基 . 考虑 线性 映射 S$S:U -、，V 和 


Cd (Nd 


ad 


111 


也 就 是 说 , 把 4 的 第 7 行 与 B 的 第 列 的 对 应 元 素 相 乘 再 求 
”和 , 就 得 到 AB 中 第 7 行 第 上 列 元 素 . 注意 , 只 有 当 第 一 个 矩阵 
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了 :V 一 W, 它们 的 复合 映射 TS 是 从 U 到 W 的 线性 映射 . 如 
“ 何 通过 M(T) 和 M(S) 计算 M(TS)? 这 个 间 题 的 最 佳 答案 是 


如 下 的 漂亮 关系 : 


0 M(TS) = M(T)}M(S) 


时 但 是 这 个 方程 的 右 端 目前 还 没有 意义 , 这 是 因为 我 们 还 没有 定 
入。 义 矩 阵 的 乘法 ， 我 们 要 定义 一 种 矩阵 乘法 以 使 式 成 立 ， 让 我 


们 来 看 看 该 怎样 做 . 
设 
Ql1 1 Qn bi .bp 
M(T)= | : : |， MU9) = 
Ga i Dat. “a Ds 


对 于 kk€ {1,… ,p}, 我 们 有 


TSuk 一 人 (> ,| 
全 


m n 
= 》 Qj ror Dj. 
7 一 1 \7=1 


因此 , M(TS) 是 m x p 和 矩阵, 它 的 第 7 行 第 上 列 元 素 等 于 
Dr Qjrbrk- 
现在 如 何 定 义 矩 阵 的 乘法 以 使 得 3.11 成 立 就 是 显然 的 事 了 . 
即 , 如 果 A 是 m x n 和 矩阵, 其 元 素 为 a;k, B 是 n xp 甜 阵 ,其 ”你 可 能 从 以 前 
元 素 为 bjk, 那么 定义 AB 是 m xp 和 矩阵, 其 第 j 行 第 k 列 元 ”的 课程 已 经 知 


素 等 于 道 了 矩阵 乘法 
J 的 定义 , 尽管 当 

= 时 你 可 能 还 不 

知道 这 么 做 的 


动机 . 
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你 应 该 举例 说 
明 矮 阵 乘 法 是 
不 可 交换 的 . 
也 就 是 说 ,， AB 
不 一 定 等 于 
BA, 即使 它们 
都 有 定义 . 


的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 时 , 我 们 才能 定义 这 两 个 矩阵 的 
乘积 . 
例如 , 3 x 2 抢 阵 乘 以 2 x 4 矩阵 可 得 一 个 3 x 4 矩阵 : 


ha 
人 


L 


l0 7 4 1 
20 19 12 5 
| 42 31 20 9 


1 2 
3 4 
D 6 


设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 如 果 we V, 那么 存在 唯一 一 组 
数 b1,.…: ) 0n， 使 得 


3.12 v= 0101 十 … 十 bon. 
v 的 矩阵 (matrix) 是 一 个 n x 1 年 阵 , 记 为 M(wv), 定义 如 下 


bi 
3.13 A(v) = 


小 


在 上 下 文中 , 基 通 常 都 是 自明 的 , 但 是 , 当 采 用 符号 M (wv, (v1,…， 
vn)) 而 不 采用 M(v) 时 , 就 需要 把 基 明 确 地 写 出 来 . 
例如 , 把 四 量 z s F” 的 坐标 看 成 一 个 n x 1 甜 阵 中 的 元 素 ， 
即 可 得 = 关于 标准 基 的 矩阵 . 也 就 是 说 , 如 果 z = (zl …… ,zn) < 
F", 那么 
Tl1 
MI(z) = 


Ln 


下 一 个 命题 表明 , 线性 映射 的 盾 阵 、 向 量 的 矩阵 以 及 矩阵 乘 
法 是 如 何 结合 在 一 起 的 . 在 此 命题 中 , M(Tw) 是 向 量 To 关于 基 
(wi,… ,wm) 的 矩阵 , M(v) 是 问 量 wv 关于 基 (v1,… ,von) 的 和 矩 
阵 , 而 M(T) 是 线性 映射 荆 关 于 基 (v1)… ,vn) 和 (wi):… ,wm) 
的 矩阵 . 


3.14 命题 : 设 工 € L(V, W), (V1,.…- 9 是 V 的 基 ， (1 ) 
wm) 是 W 的 基 , 那么 对 每 个 vEV 都 有 


MI(Tw) = MI(T)M(v). 


83.4 可 弟 性 


Ql1,l …” Qlim 


ee L Qm,l1 Qm,n 
量 - ”回想 一 下 , 这 指 的 是 , 对 每 个 都 有 


mm 
昌 ”3.16 J 》 Qj kU ; 
混 j=1 


设 v 是 V 中 的 任意 同 量 , 将 其 写成 3.12 的 形式 , 那么 M(v) 就 
是 3.13 所 给 出 的 矩阵 . 现在 ， 


Tv = 601Tv1 二-… 二 bnTvr, 


27 
= bainwi + + bn 2 0pm 
3 


一 > _(ajib1 十 … 十 Qjnbn)Wwj， 
其 中 第 一 个 等 式 由 3.12 得 到 , 第 二 个 等 式 由 3.16 得 到 . 最 后 的 


那个 等 式 表 明 , 癌 量 Tv 关于 基 (on …,wm) 的 m x 1 窍 阵 
AM(Tv) 由 下 面 的 等 式 给 出 ， 


Q1,101 十 … 十 Ql,nbn 
MI(Tvw) = 

Qm,1b1 es Ci ni bi 
根据 公式 3.15 和 3.13 以 及 和 矩阵 乘法 的 定义 ， 这 个 公式 表明 
MI(Tv) = MT No 


83.4 可 人 逆 性 


线性 映射 Te L(V,W) 称 为 可 逆 的 (invertible), 如 果 存 
在 线性 映射 Se A(W,V) 使 得 ST 等 于 V 上 的 恒 等 映 射 , 并 且 
T'S 等 于 W 上 的 恒 等 映射 . 满足 ST = I, TS = 了 的 线性 映射 
S < L(W,V) 称 为 了 的 逆 (inverse) (注意 , 第 一 个 I 是 V 上 
的 恒 等 映 射 , 第 二 个 I 是 W 上 的 恒 等 映射 ). 

如 果 5S 和 5’ 都 是 了 的 道 , 那么 


53 
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S$=5I1= S(TS")= (ST)S’=15 = 9/， 


故 5S = 5'. 也 就 是 说 , 如 果 工 可逆 , 那么 它 的 逆 是 唯一 的 , 将 其 
记 为 T-!. 再 重复 一 遍 : 如 果 Te L(V,W) 可 道 , 那么 T-1 是 
LA(W,V) 中 唯一 一 个 使 得 T-1T = I, TT-1 = 了 的 元 素 . 下 面 的 
命题 刻 划 了 可 道 线性 映射 . 


3.17 命题 ， 一 个 线性 映射 是 可 逆 的 当 上 且 仅 当 它 既是 单 的 又 是 满 
的 . 


证 阴 : 设 Te L(V,W), 那么 需要 证 明 , 了 是 可 逆 的 当 且 仅 
当 它 既是 单 的 又 是 满 的 . 

首先 假设 了 是 可 逆 的 ， 为 了 证 明 了 是 单 的 , 设 w,v Ee 
V, Tw = Tw, 那么 


u= TTu) = TH(Tv)=», 


故 w= 二 =v. 因此 , 工 是 单 的 . 

仍 设 工 是 可 逆 的 . 现在 证 明了 是 满 的 . 为 此 , 设 we W, 那 
么 ww 二 T(T-1w), 这 表明 w 含 于 了 的 值 域 . 于 是 rangeT = W， 
故 工 是 满 的 . 这 就 完成 了 证 明 的 一 个 方面 . 

现在 假设 T 既是 单 的 又 是 满 的 . 我们 需要 证 明 了 是 可 逆 
的 . 对 于 每 个 w e W, 定义 Sw 是 V 中 唯一 使 得 T(Sw) = w 
的 那个 元 素 (由 了 既 单 又 满 可 得 此 元 素 的 存在 性 和 唯一 性 ). 显 
然 , TS 等 于 W 上 的 恒 等 映射 . 为 了 证 明 ST 等 于 V 上 的 恒 等 
映射 ， 设 veEV, 那么 


T(STv) = (TS)(Tv) = (Tv)= Tv. 


这 个 等 式 表 明 STo = wv ( 因 了 是 单 的 ), 因此 ST 等 于 V 上 的 
恒 等 映 射 . 为 了 完成 证 明 , 还 需要 证 明 5 是 线性 的 . 为 此 , 设 
w1i;, Ww2 € W, 那么 


二 . 
ee . 2 En 
ra pe ER i Pe 省 
revr pr PR Et EE .EP i + ER. Po b OT My RR Es DL Rh 
RO a: 4 i ee rr AT Te A 了 a a ke | > 2 让 训 
A HR re 了 由 2 ， > 
人 


T (Swi 二 S71w2) = T(Swi) 十 人 (Sa ) 一 1 十 Ww2. 


于 是 , Sul + Sw 是 V 中 唯一 被 了 映 成 wi + ws 的 那个 元 素 . : 
再 由 5S 的 定义 可 得 S(wi + w2) = Swi + Sw2. 因此 , 5 满足 加 ， 
性 . 齐 性 的 证 明 是 类 似 的 . 具体 地 , 如 果 we W, a Ee F, 那么 


T(aSw) = aT(Sw) = aw. 


于 是 , aSw 是 V 中 唯一 被 映 成 aw 的 那个 元 素 . 再 由 5 的 定 
。 义 可 得 S(aw) = aSw. 因此 , 5 是 线性 的 


we 称 两 个 问 量 空间 是 同 构 的 (isomorphic), 如 果 存 在 从 一 个 
EE 向 量 空间 到 另 一 个 向 量 空间 的 可 逆 线 性 映射 . 作为 抽象 的 辣 量 
量 、 空间 , 两 个 同 构 的 向 量 空间 具有 相同 的 性 质 . 按照 这 种 观点 , 你 
潮 ”可 以 认为 可 逆 线 性 映射 就 是 把 向 量 空间 的 元 素 都 重新 标记 了 一 
六" 遍 . 
刘 如 果 两 个 疝 量 空 间 是 同 构 的 , 并 且 其 中 之 一 是 有 限 维 的 , 那 
么 另 一 个 也 是 有 限 维 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 设 V 与 W 是 同 构 
的 , 并 且 Te L(V,W) 是 可 道 线性 映射 . 若 V 是 有 限 维 的 , 则 
W 亦 然 (由 3.4). 用 Te LA(W,V) 代替 人 做 同样 的 推理 可 以 
证 明 , 若 W 是 有 限 维 的 , 则 V 亦 然 . 实际 上 , 有 更 多 的 事实 成 
立 , 如 下 面 的 定理 所 示 . 


3.18 定理 : 两 个 有 限 维 向 量 空间 同 构 当 且 仅 当 它们 的 维 数 相等 . 


证 明 : 首先 设 V 和 W 是 同 构 的 有 限 维 回 量 空间 , 则 存在 
从 V 到 W 的 可 逆 线 性 映射 了. 因为 全 是 可 逆 的 ,所 以 nvllT = 
{0}, rangeT = W, 从 而 , dim nullT = 0, dimrangeT = dimW. 
于是, 公式 


dimV = dimnullT + dimrange7 


(参见 3.4) 变 成 了 等 式 dimV = dim W, 这 就 证 明了 一 个 方面 . 

为 了 证 明 另 一 个 方面 , 假设 V 和 W 是 维 数 相 同 的 向 量 空 
间 , (v1,… ,vn) 是 V 的 基 , (wi,:… ,wn) 是 W 的 基 , 人 是 从 了 
到 W 的 线性 映射 , 定义 如 下 


T(av1+ 二 Qnvn) = a1wi1 二 + antWwn. 
因为 (wi,… ,rwn) 张 成 ,所 以 工 是 满 的 ; 又 因为 (ul ,wn) 


是 线性 无 关 的 , 所 以 工 还 是 单 的 . 由 于 了 既 单 又 满 ， 从 而 可 逆 
(参见 3.17), 因此 V 与 W 是 同 构 的 . 加 
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在 希腊 语 中 ， 
词 isos 的 意思 
是 相同 ; 词 mo- 
rph 的 意思 是 
形状 . 因此 , is- 
omorphic 的 
字面 意思 就 是 
同形 . 
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既然 每 个 有 
限 维 向 量 空 间 
都 同 构 于 某 个 
FE"， 那 为 什么 
还 要 研究 抽象 
的 向 量 空间 呢 ? 
答案 是 ，F” 的 
研究 会 很 快 得 
出 不 等 于 FEF" 
的 向 量 空 间 . 
例如 ， 我 们 会 
遇 到 线性 映射 
的 零 空 间 和 值 
域 、 矩阵 集合 
Mat(n, n, F)、 

多 项 式 集 合 
Pn(F)， 尽管 这 
些 向 量 空间 都 
分 别 同 构 于 菜 
个 Fm, 但 是 这 
样 考虑 问题 往 
往 只 会 增加 复 
杂 性 而 不 会 带 
来 新 的 见识 . 


上 上面 的 这 个 定理 表明 , 每 个 有 限 维 癌 量 空间 都 同 构 于 某 个 
F”". 具体 地 , 如 果 Y 是 有 限 维 问 量 空间 , 且 dimV =n, 那么 V 
和 Fn" 同 构 . 

如 果 (v1,… ,un) 是 Y 的 基 , (wi,… ,wm) 是 W 的 基 , 那 
么 对 于 每 个 Te L(V,W), 都 有 矩阵 AT) es Mat(m,n,F).， 这 
就 是 说 , 一 旦 选 定 了 V 和 W 的 基 , 那么 M 就 是 从 L(V,W) 到 
Mat(rm, mw 了 ) 的 函数 . 注意 , 3.9 和 3.10 表明 M 是 线性 映射 . 现 
在 我 们 证 明 , 这 个 线性 映射 实际 上 还 是 可 逆 的 . 


3.19 命题 : 设 (V1, , Un ) 是 V 的 基 ， (1 ) Wm ) 是 全 的 
基 , 那么 AM 是 L(V,W) 和 Mat(m;m, 了 ER) 之 间 的 可 逆 线 性 映射 . 


证 明 : 已 知 M 是 线性 的 , 故 只 需 证 明 AM 既是 单 的 又 是 满 
的 (由 3.17). 这 些 都 很 容易 . 先 从 单 性 开始 . 如 果 全 e C(V W)， 
并 且 M(T) = 0, 那么 Two = 0 大 = ,n. 因为 (ol ,on) 
是 V 的 基 , 所 以 了 = 0. 于 是 , M 是 单 的 (由 3.2). 

为 了 证 明 A4 是 满 的 , 设 


是 Mat(m,m,E) 中 的 一 个 矩阵 , TT 是 从 V 到 W 的 线性 映射 , 使 
得 


m 
TO Qj kW 三 


显然 , M(T) 等 于 4, 故 M 的 值 域 等 于 Mat(m,m, 了). 加 


显然 , 只 有 一 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 全 为 0 的 m xm 矩阵 
的 全 体 组 成 了 Mat(m,m, 了 ) 的 基 . 这 样 的 矩阵 共有 mn 个 , 因此 
Mat(r, m, 了 ) 的 维 数 等 于 mn. 

现在 我 们 可 以 确定 从 一 个 向 量 空间 到 另 一 个 同 量 空间 的 所 
有 线性 映射 所 构成 的 向 量 空间 的 维 数 . 


8.20 命题 如果 了 和 WW 都 是 有 限 维 的 , 那么 L(V,W) 是 有 限 
dim L(V, W) = (dim V )(dim W). 


证 明 : 由 dim Mat(m,n,F) = mn, 3.18 以 及 3.19 得 证 几 


一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 映射 称 为 算 子 (operator). 


时 ”如果 想 指 明 向 量 空间 , 我 们 说 线性 映射 了 :VV 是 V 上 的 算 
矫 。。 子 . 因为 我 们 感 兴趣 的 常常 是 从 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 


映射 , 所 以 我 们 采用 符号 L(V) 来 表示 V 上 算 子 的 集合 . 也 就 是 
说 , L(V) = L(VV)， 

由 3.17 可 知 , 车 一 个 线性 映射 既 单 又 满 ， 则 其 可 逆 ， 对 于 
向 量 空 间 到 其 自身 的 线性 映射 , 你 可 能 想 知 道 , 仅 由 单 性 或 满 性 
之 一 是 否 可 以 推出 可 道 性 . 从 我 们 考虑 过 的 某 些 例子 可 以 看 出 ， 
对 于 无 限 维 向 量 空间 , 任何 一 个 条 件 都 不 能 单独 推出 可 逆 性 . z? 
乘 算 子 (从 P(R) 到 其 自身 ) 是 单 的 但 不 是 满 的 . 后 向 移 位 算 子 
(从 了 ee 到 其 自身 ) 是 满 的 但 不 是 单 的 ， 从 这 些 例子 来 看 , 下 一 
个 定理 是 很 不 平凡 的 一 一 它 表 明 , 对 于 从 有 限 维 向 量 空间 到 其 
自身 的 线性 映射 , 单 性 和 满 性 中 的 任何 一 个 都 能 推出 另 一 个 . 


3.21 定理 : 设 V 是 有 限 维 的 . 如 果 全 E L(V), 那么 下 列 等 价 : 


(a) 下 是 可 逆 的 ; 
(b) T 是 单 的 ; 
(c) 了 是 满 的 . 


证 明 : 设 Te L(V). 显然 , (a) 殖 含 (b). 
现在 假设 (b) 成 立 , 于 是 了 是 单 的 , 从 而 nulT = 0 (由 3.2). 
由 3.4 可 得 


dmrange = dimV — dimnull7 
一 dim Y， 


这 表明 rangeT 等 于 Y (参见 第 2 章 习题 11), 从 而 T 是 满 的 . 


因此 (b) 蕴含 (c). 
现在 假设 (c) 成 立 , 于 是 了 是 满 的 , 从 而 rangeT = V. 由 
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算 子 的 研究 是 
线性 代数 中 , 也 
是 本 书 中 最 深 
刻 和 最 重要 的 


内 容 . 
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3.4 可 得 


dimnullT = dimV ~ dimrange 7 


| 


这 表明 null7 等 于 {0}. 从 而 了 是 单 的 (由 3.2), 故 了 是 可 逆 的 ” 量 - 
(已 知 了 是 满 的 ). 因此 (c) 理 含 (a). 


人 ET ee a Bs 了 机 
a 


rt 


区 


2 


习 是 


. 证 明 每 个 从 一 维 回 量 空间 到 其 自身 的 线性 映射 都 是 乘 以 某 


个 标量 . 准确 地 说 , 证 明 : 如 果 dimV =1 Te L(V,V), 那 
么 有 a EF 使 得 对 所 有 cy 都 有 To = ao 


. 给 出 一 个 非 线性 函数 fj : R2 一 R 使 得 对 所 有 a es R 和 所 


有 ve R? 都 有 


flav) = af (v). 


. 设 V 是 有 限 维 的 . 证 明 Y 的 子 空间 上 的 线性 映射 可 以 扩 


张 成 V 上 的 线性 映射 ,也 就 是 说 , 证 明 : 如 果 U 是 V 的 
子 空间 , S € L(U, W), 那么 存在 了 e L(V, W), 使 得 对 所 有 
weEeU 都 有 Tw = Su. 


. 设 T 是 从 V 到 下 的 线性 映射 证 明 : 大 uw eV 不 含 于 


null 人 了, 则 
V=nulTe{av:ace€F}. 


. 设 Te L(V,W) 是 单 的 , 并 且 (wo ,vn) 在 V 中 线性 无 


天 . 证 明 (Twi,… ,Ton) 在 W 中 线性 无 关 . 


. 证 明 : 如 果 91,… ,5 都 是 单 的 线性 映射 , 并 且 51.…… 5,, 有 


意义 , 那么 51.…5。 是 单 的 . 


. 证 明 : 如 果 (v1,… ,vn) 张 成 V, 并 且 Te L(V,W) 是 满 的 ， 


那么 (Twi,… ,Ton) 张 成 W. 


. 设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 Te L(V,W). 证 明 V 有 子 空间 U 


使 得 UNnnulT= {0}, 并 且 rangeT = {Tu:wueU}. 


. 证 明 : 如 果 了 是 从 F4 到 F? 的 线性 映射 , 使 得 


nullT = {(z1, x2, X3, 7X4) € Ft:7xi=5r2 Bx:= 774}, 


那么 了 是 满 的 . 


习题 2 表明 齐 
性 并 不 意味 着 
线性 . 加 性 也 
不 意味 着 线性 ， 
其 证 明 涉 及 的 
高 等 工具 超出 
了 本 书 的 范围 . 
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这 个 习题 表明 
7 具有 在 第 39 
页 所 保证 的 形 
式 . 


10. 


11. 


13. 


14. 


16. 


18. 


19. 


证 明 从 Fs 到 F? 的 线性 映射 的 零 空 间 都 不 等 于 


{(z1, TZ2, T3, T4, T5) € FY : X1 = 37o 日 TX3 一 TX4 = rs}. 


证 明 : 如 果 在 V 上 有 一 个 线性 映射 , 其 零 空间 和 值 域 都 是 
有 限 维 的 , 那么 V 是 有 限 维 的 


. 设 V 和 W 都 是 有 限 维 的 . 证 明 存 在 从 V 到 W 的 满 的 线 


性 映射 当 且 仅 当 dim W < dimV. 


设 V 和 W 都 是 有 限 维 的 , 并 且 UV 是 了 的 子 空间 .证 
明 : 存在 Te L(V,W) 使 得 nullT = UV 当 且 仅 当 dimU > 
dimV — dim W. 


设 W 是 有 限 维 的 , 并 且 Te L(V,W). 证 明 : 三 是 单 的 当 且 
仅 当 有 Se LA(W,V) 使 得 ST 是 V 上 的 恒 等 映射 . 


. 设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 Te L(V,W). 证 明 : 了 是 满 的 当 且 


仅 当 有 5 e L(W,V) 使 得 TS 是 W 上 的 恒 等 映 射 . 


设 U 和 V 都 是 有 限 维 问 量 空间 , 并 且 Se L(V,W), Te 
L(U,V). 证 明 


dimnull ST < dimnullS + dimnullT. 


. 证 明和 矩阵 加 法 和 乘法 的 分 配 性 质 成 立 . 也 就 是 说 , 设 4, B， 


C 都 是 矩阵 , 并 且 4(B 十 C) 有 意义 . 证 明 : 4B 十 AC 有 
意义 , 并 且 A(B+C)= AB+A4C. 


证 明和 矩阵 乘法 是 结合 的 . 也 就 是 说 , 设 4, B,C 都 是 矩阵 ， 
并 且 (AB)C 有 意义 . 证 明 : 4(BC) 有 意义 , 并 且 (4B)C 
= 4(BC)， 


设 TeL(F",F™"), 并 且 


河 
六 

说 
沪 

1 
发 
th: 
3 
淮 
聘 
他 


SR 
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2 


23. 


24. 


25. 


20. 


0 s(n 


Qm,1T1 十 … 十 0 


. 设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 证明 如 下 定义 的 函数 了 :TY 一 


Mat(n, 1, F'), 


Tw = M(v), 


是 V 到 Mat(n,1,F) 上 的 可 道 线 性 映射 其 中 M(v) 是 
v EV 关于 基 (v1,… ,un) 的 矩阵 . 


21. 证 明 : 从 Mat(n,1,F) 到 Mat(m, 1 E) 的 每 个 线性 映射 都 是 


乘 以 茶 个 矩阵 . 换 句 话说 , 证明: 如 果 了 € L(Mat(n, 1,F)， 
Mat(m,1lE))， 那 么 有 m x n 矩阵 4 使 得 对 每 个 B e 
Mat(n,1,F) 都 有 TB= AB. 


设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 5,Te L(V). 证 明 ST 可 着 当 且 仅 
当 5 和 工 都 可 道 . 


设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 5S,Te L(V). 证 明 ST = 了 工 当 且 仅 
当 TS=I. 


设 V 是 有 限 维 的 , 并 且 Te L(V). 证 明了 是 恒 等 映 射 的 标 
量 倍 当 是 仅 当 对 每 个 Se L(V) 都 有 ST = 了 59. 


证 明 : 如 果 V 是 有 限 维 的 , 并 且 dimV > 1, 那么 了 上 不 可 
逆 算 子 之 集 不 是 L(V) 的 子 空间 . 


设 n 是 正 整 数 , 并 且 a; ; € F, ?7 = 1,.… ,n. 证 明 下 面 的 
(a) 和 (b) 等 价 . 


(a) 齐 次 线性 方程 组 


> Ql,kTk 一 (0 
k=1 

nN 

> Qn,kThk = 0 
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只 有 平 几 解 i 主语 二. 
(b) 对 于 每 组 cu, … ,cn EP, 方程 组 


nN 


》 CQ1LKLK 一 CC 


k=1 


7 


> Un,kTk 一 Cn. 
k=1 
都 有 解 . 
注意 , 此 处 方程 的 个 数 与 变量 的 个 数 相同 


第 4 章 多 项 式 


,。 ”这 简短 的 一 章 不 包含 线性 代数 的 内 容 , 而 是 包含 了 我 们 在 
” 讨论 从 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 映射 时 所 需要 的 关于 多 项 式 的 
等 一些 背 景 资料 本 章 的 很 多 结果 你 可 能 已 经 从 其 他 课程 知道 了 ; 
“看 ”在 这 里 包含 这 些 知识 只 是 为 了 完整 性 ， 因 为 这 一 章 不 是 关于 线 
”性 代数 的 , 所 以 老师 可 能 会 讲 得 很 快 . 可 以 不 要 求 你 把 所 有 的 证 
明 都 仔细 看 一 遍 , 但 是 你 至 少 要 把 本 章 中 所 有 结论 的 陈述 看 一 
遍 , 并 且 理 解 它们 -一 一 这 些 结论 在 本 书 的 其 余部 分 是 要 用 到 的 . 


F 表示 及 或 C. 


必要 的 时 候 ， 
可 以 使 用 关于 
一 00 的 显然 算 
术 . 比如 , 对 每 
个 整数 m, 都 有 
一 00 < m, 并且 
一 Oo 十 7 二 一 00. 
我 们 已 经 规定 
了 0 多 项 式 的 
次 数 是 一 00, 于 
是 ， 很 多 结果 
都 不 再 有 例外 . 


”例如 , 即使 p = 


0, pq 的 次 数 也 
等 于 p 的 次 数 
加 上 9 的 次 数 . 


兴 
A 


84.1 次 数 


回忆 一 下 , 对 于 函数 p : FF, 如 果 存 在 a0,… 


,Qm EF 


1 2 
人 


则 称 p 为 系数 在 中 的 多 项 式 . 如 果 p 可 以 写成 上 述 形式 , 其 
中 av 关 0, 则 称 z 的 次 数 为 m. 如 果 所 有 的 系数 a0,:… ,am 都 
等 于 0, 那么 我 们 就 说 p 的 次 数 为 -oo. 就 目前 我 们 所 知道 的 而 
言 , 一 个 多 项 式 可 能 有 不 止 一 个 次 数 , 因为 我 们 还 没有 证 明 上 面 
等 式 中 的 系数 是 由 函数 p 唯一 确定 的 . 

回忆 一 下 , P(F) 表示 系数 在 下 中 的 所 有 多 项 式 所 组 成 的 向 
量 空 间 , Pn(F) 是 P(F) 的 子 空间 , 由 系数 在 了 中 次 数 不 超 过 
m 的 多 项 式 组 成 . 对 于 多 项 式 pe P(F), 如 果 数 入 Ee 下 满足 


p( 和 A)=0. 


则 称 和 为 p 的 根 (root). 根 在 多 项 式 的 研究 中 起 着 至 关 重 要 的 
作用 . 我 们 首先 证 明 , 入 是 p 的 根 当 且 仅 当 P 是 z -和 的 倍 式 . 


4.1 命题 : 设 pEP(F) 是 m 次 多 项 式 ,mm 之 1. 令 和 EF, 则 六 
是 p 的 根 当 且 仅 当 存在 m 一 1 次 多 项 式 qE P(F) 使 得 
ee p(z) = (z— Ngq(z), zEF. 


证 明 : 证 明 的 一 个 方面 是 显然 的 ， 即 假设 存在 多 项 式 gq < 
P(F) 使 得 4.2 成 立 , 则 


p(N) = (A — Ngq(N) = 0, 


因此 入 是 p 的 根 . 
要 证 明 另 一 个 方面, 设 ec 是 bp 的 根 . 令 oo 


,am EP, 


p(Z) = ao + Qa1z 二 a22 十 … 十 Qmz"， 


因为 PC =0, 所 以 


zE€EFk. 


于 oe i 
rg ee dd ， ne 和 -= 
i ee ee EN J y Ws 和 ee OR OR .CR ROE AR EN 
ET EE A Ne RE Ne 3 i 
商 史 
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将 上 面 的 两 个 等 式 相 减 , 得 

DN 
对 每 个 ; = 2,… ,m, 都 有 

zi N= (zz Ng iz), zeF, 


其 中 gj_i 是 某 个 ; -1 次 多 项 式 (具体 地 , 取 gj-1(z) = 2771 + 
21-2 入 十 … 十 ZX 一 十 NM). 因此 


D(z)= (2—A)(a+agi(z)+ .+amqm--1(2)), 2 EF. 
Ne re/ 


q(z) 
显然 g 是 m -1 次 多 项 式 . 站 
现在 我 们 可 以 证 明 多 项 式 不 会 有 太 多 的 根 . 


4.3 推论 : 设 pEP(F) 是 m 次 多 项 式 ,m 之 0, 则 pp 在 下 中 最 
多 有 mm 个 互 不 相同 的 根 . 


证 明 : 大 m= 0, 则 p(z) = ao 关 0, 故 p 没有 根 .大 m= 1 
则 p= Q0+ a12, 其 中 a1 天 0， 故 p 恰好 有 一 个 根 ， 即 —ao/a1. 现 
在 设 m > 1. 对 m 用 归纳 法 , 假设 每 个 m -1 次 多 项 式 最 多 有 
m 一 1 个 不 同 的 根 . 如 果 p 在 下 中 没有 根 , 则 结论 成 立 . 如 果 p 
有 一 个 根 入 Ee 下, 则 由 4.1, 存在 一 个 m -1 次 多 项 式 g 使 得 


p(z) = (z— Ng(z), zEF. 


上 面 的 等 式 表明 : 若 p(z) = 0, 则 > = 入 或 者 g(z) = 0. 也 就 是 
说 ,p 的 根 是 由 和 和 g 的 根 组 成 的 . 由 归纳 法 假设 , g 在 了 中 至 
多 有 mm - 1 个 不 同 的 根 . 因此 w 在 FF 中 至 多 有 m 个 根 . 加 


”下 一 个 结果 表明 , 如 果 一 个 多 项 式 恒 等 于 0, 那么 它 的 所 有 
系数 一 定 都 等 于 0. 


可 以 认为 ，4.6 
给 出 了 2 除 1 
时 所 得 的 余 项 
为 了. 


4.4 推论 : 设 Q0) ,Um 所 上 . 如 果 
2 m 
Q0 二 QZ 十 Qoz 十 十 amn2 二 0, zEF, 


证 了 明 : 假设 对 所 有 ze FF 都 有 a0 二 aiz 十 422 十 二 amz™m 
等 于 0. 根据 4.3, 任何 非 负 整数 都 不 可 能 是 这 个 多 项 式 的 次 数 . 
于 是 所 有 的 系数 都 等 于 0 加 


上 面 的 推论 表明 , 对 任意 非 负 整数 m, (1, > … ,z") 在 P(F) 
中 都 是 线性 无 关 的 . 我 们 早 就 注意 到 了 这 一 点 (在 第 2 章 ), 但 至 
此 才 给 出 了 完整 的 证 明 . 这 个 线性 无 关 性 意味 着 每 个 多 项 式 都 
可 以 唯一 地 表示 成 形 如 zi 的 函数 的 线性 组 合 . 特别 地 , 多 项 式 
的 次 数 是 唯一 的 . 

如 果 p 和 9 都 是 非 负 整数 , 并 且 p 关 0, 则 存在 非 负 整数 s 
和 r 使 得 


0 一 3SD 十 7 


并 且 > < 2. 考虑 g 除 以 bp, 则 可 得 商 s 及 余数 ~. 下 面 对 多 项 式 
证 明 类 似 的 结果 . 

令 degp 表 示 多 项 式 p 的 次 数 . 下 一 个 结果 通常 称 为 带 余 除 
法 , 但 这 里 的 表述 并 不 是 一 个 真正 的 算法 , 而 只 是 一 个 有 用 的 引 
理 . 


4.5 带 余 除法 (Division Algorithm): 设 pq € P(F), 并 且 
Dp 关 0, 则 存在 多 项 式 s,r E P(F), 使 得 


4.6 q 二 sp 二 7 


并 且 degr < degp. 


证 明 : 取 se P(F) 使 得 gq 一 sp 的 次 数 最 小 . 令 7 = g 一 sp. 
于 是 4.6 成 立 , 下 面 只 需 证 明 degr < degp. 假设 degr > deg7. 
如 果 ceF 并 且 ; 是 一 个 非 负 整数 , 那么 


q— (s+c2)p=7— cp. 


取 7 和 使 得 上 面 等 式 右 端 多 项 式 的 次 数 小 于 degr (具体 地 ， 


” 取 j= degr 一 degp, 然后 取 c 使 得 在 r 和 czzp 中 zdes” 的 系数 
”相同 ). 这 与 s 的 取 法 矛盾 , 因为 我 们 已 经 把 s 取 成 了 使 得 表达 


“”” 式 gsp 具有 最 小 次 数 的 多 项 式 . g 


34.2 复 系 数 


到 目前 为 止 , 通过 约定 下 代表 R 或 C, 我 们 已 经 同时 处 理 
了 复 系数 多 项 式 和 实 系数 多 项 式 . 现在 我 们 将 会 看 到 这 两 种 情 
形 之 间 的 区 别 . 本 节 讨论 复 系数 多 项 式 . 下 一 节 将 利用 这 些 关于 
复 系数 多 项 式 的 结果 来 证 明 实 系数 多 项 式 的 相应 结果 ， 
虽然 本 章 没有 线性 代数 内 容 , 但 是 到 目前 为 止 这 些 结果 都 
还 是 用 代数 证 明 的 . 下 一 个 结果 , 虽然 称 为 代数 学 基本 定理 , 但 
是 它 的 证 明 却 需 要 分 析 知 识 ， 这 里 给 出 的 简短 证 明 用 到 了 复 分 
析 的 工具 . 如 果 你 还 没有 学 过 复 分 析 方面 的 课程 , 那么 这 个 证 明 
对 你 而 言 就 不 太 有 意义 . 要 是 这 样 的 话 , 只 要 将 代数 学 基本 定理 
当 作 一 种 事实 来 接受 就 可 以 了 ， 这 种 事实 的 证 明 所 用 到 的 高 级 
工具 往往 在 后 续 的 课程 中 才能 学 到 . 


4.7 代数 学 基本 定理 (Fundamental Theorem of Algebra): 
每 个 不 是 常数 的 复 系 数 多 项 式 都 有 根 . 


证 明 : 设 pz 为 不 是 常数 的 复 系数 多 项 式 . 假设 p 没有 根 , 则 
1/p 是 C 上 的 解析 函数 . 进而 当 z 一 ee 时 , p(z) 一 co, 这 说 明 
当 z 一 oo 时 , 1/p 一 0. 因此 1/p 是 C 上 的 有 界 解析 函数 . 根 
据 Liouville 定理 , 任何 这 样 的 函数 都 一 定 是 常数 . 但 奋 1/p 是 
负数 , 则 p 是 常数 , 这 与 p 不 是 常数 的 假设 矛盾 . 加 


由 代数 学 基本 定理 可 以 得 到 下 面 的 关于 复 系数 多 项 式 分 解 
的 结果 . 注意 到 在 这 个 分 解 中 , 数 和 1,… ,和 nn 恰 好 是 p 的 所 有 根 ， 
因为 只 有 当 z 取 这 些 值 时 才能 使 4.9 的 右 端 等 于 0. 


4.8 推论 : 如 果 p EP(C) 是 非常 数 多 项 式 , 则 p 可 以 唯一 分 解 
( 除 因子 的 次 序 之 外 ) 成 如 下 形式 


4.9 p(2) = c(z — MN) (2 — Mm) 
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这 是 一 个 存在 
性 定理 . 二 次 
求 根 公式 明确 
地 给 出 了 2 次 
多 项 式 的 根 . 3 
次 或 4 次 多 项 
式 也 有 类 似 的 
但 要 复杂 得 多 
的 公式 . 5 次 以 
上 的 多 项 式 就 
没有 这 样 的 公 
式 了 . 


其 中 c 和 AT ,Xm EC. 


证 明 : 设 pe P(C), m 表示 p 的 次 数 . 对 m 用 归纳 法 . 着 
m = 1 则 分 解 显然 存在 且 唯 一 . 假设 m > 1, 并 设 对 于 m -1 次 
多 项 式 分 解 存在 且 唯一 上 
我 们 首先 证 明 p 的 分 解 存在 . 由 代数 学 基本 定理 (47)) pz 有 重 ， 
一 个 根 入 由 4.1, 存在 in -1 次 多 项 式 g 使 得 


p(z) = (2z— A)gq(z), ZzEC. 


由 归纳 法 假设 , g 有 想 要 的 分 解 , 将 这 一 分 解 代入 上 面 的 等 式 即 
可 得 p 的 分 解 . 

现在 考虑 唯一 性 问题 . 显然 c 是 由 4.9 唯一 确定 的 一 一 它 
一 定 等 于 p 中 xm 的 系数 .因此 我 们 只 需 证 明 除了 次 序 之 外 ， 
和 1,… ,Am 是 唯一 确定 的 . 如 果 


(lz 一生) 一 和 三 (一 有 一 Ti 2E 


那么 , 因为 当 z = Xi 时 上 面 等 式 的 左 端 等 于 0, 所 以 右 问 一 定 有 
一 个 7 等 于 Ni. 重新 排列 下 标 , 可 设 nl 二 和 1. 现在 对 于 z 取 入 1， 
上 去 两 器 都 除 以 z 一 入, 则 


(Zz — M2): (zo Mm) = (2 72) (2 一 To 


对 除 z = Xi 之 外 的 所 有 z e C 都 成 立 . 事实 上 , 上 面 的 等 式 一 
定 对 所 有 的 z s C 都 成 立 ; 否则 , 从 等 式 的 左 端 减 去 右 端 将 得 到 
一 个 具有 无 限 多 个 根 的 非 零 多 项 式 . 由 上 面 的 等 式 及 我 们 的 归 
纳 法 假设 可 知 , 除了 次 序 之 外 , 诸 和 与 诸 > 是 相同 的 , 这 就 完成 
唯一 性 的 证 明 . 一 


84.3 实 系 数 


在 讨论 实 系数 多 项 式 之 前 , 我 们 需要 学 习 更 多 的 复数 知识 . 

设 z = a 十 ,其 中 a 和 5 都 是 实数 , 则 a 称 为 z 的 实 部 
(real part), 记 为 Rez, 而 5 称 为 z 的 虚 部 (imaginary part)， 
记 为 In z. 于 是 对 任意 复数 z, 都 有 
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z= Re z+ (Im z)i. 


复数 z 的 复 共 斩 (complex conjugate), 记 为 z, 定义 为 注意 , Zz 一 


z= Rez— (Im zj 

”例如 2+3i==2 一 3. 

复数 > 的 绝对 值 (absolute value), 记 为 |z|, 定义 为 
Iz| = V(Re z)2 十 (Im z)2. 


例如 , |1 十 2i| = V5. 注意 , |z| 总 是 非 负 的 . 

你 应 该 验证 , 实 部 、 点 部、 绝对 值 和 复 共 轿 具 有 以 下 性 质 : 
实 部 的 可 加 性 (additivity of real part) 

对 所 有 w,zEC 都 有 Re (w+z)= Rewt+Rez; 


虚 部 的 可 加 性 (additivity of imaginary part) 
对 所 有 w,z EC 都 有 Im (w+z)= Im w+tIm z; 
z 与 z 的 和 (sum of z and z) 
对 所 有 ze C 都 有 z 十 了 = 2Re z; 
z 与 z 的 差 (difference of z and z) 
对 所 有 ze C 都 有 z 一 z= 2(Im 2z)i; 
z 与 z 的 积 (product of z and z) 
对 所 有 ze C 都 有 zz = |z|?; 
复 共 示 的 可 加 性 (additivity of complex conjugate) 
对 所 有 w,zEC 都 有 刀 十 ZzZ= 二 名 十 Zz: 
i 复 共 斩 的 可 乘 性 (multiplicativity of complex conjugate) 
， 对 所 有 wz EC 都 有 Wz = 历 2 
共 斩 的 共 斩 (conjugate of conjugate) 
对 所 有 zeEC 都 有 = z; 


绝对 值 的 可 乘 性 (multiplicativity of absolute value) 
对 所 有 wz e C 都 有 lwz| = lwllzl. 
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实 系 数 多 项 式 
可 能 没有 实 根 . 
例如 ， 多 项 式 
1 十 x* 就 没有 实 
根 . 在 后 面 几 章 
将 会 看 到 , 代数 
学 基本 定理 对 
RR 不成立, 这 说 
明了 实 和 复 向 
量 空间 上 运算 
的 差别 . 


考虑 一 下 二 次 
求 根 公式 和 此 
命题 的 联系 . 


在 下 一 个 结果 中 , 我 们 需要 把 实 系数 的 多 项 式 看 成 P(C) 中 
的 元 素 . 因为 每 个 实数 都 是 复数 , 所 以 这 是 有 意义 的 . 


4.10 命题 : 设 p 是 实 系数 多 项 式 、 如 果 和 EC 是 p 的 根 , 则 六 
也 是 p 的 根 . 


证 明 : 设 
p(z) = ao 十 az 十 :十 am2zm， 
其 中 oo …… ,am 是 实数 , 并 设 Xe C 是 p 的 一 个 根 , 则 
a0 十 al 入 十 …': 十 QmAX ”一 0. 
等 式 两 喘 取 复 共 辆 , 得 


人 


此 处 我 们 用 到 了 刚刚 列 出 的 复 共 斩 的 一 些 基 本 性 质 . 上 面 的 等 
式 表 明 入 是 p 的 一 个 根 . 


我 们 想 要 证 明 实 系 数 多 项 式 的 分 解 定理 . 为 此 , 先 来 描述 可 
以 写成 两 个 1 次 实 系数 多 项 式 之 积 的 2 次 实 系数 多 项 式 ， 


4.11 命题 : 设 u,6 e R, 则 存在 形 如 
4.12 rz +ar+pbB= (Z 一 Al)(zZ 一 和 2)， 和 1,A2 ER 
的 多 项 式 分 解 当 且 仅 当 a? > 40. 


证 明 : 注意 到 


2 2 
4.13 z2+oaz+6= (z+3) + (6- 邱 ) 


首先 假设 a?2 < 46, 则 对 每 个 x < R, 上 式 右 端 显然 都 是 正 
的 , 因此 多 项 式 zz + az + 6 没有 实 根 . 于 是 不 存在 形 如 4.12 的 
分 解 | 

反之 , 设 a? > 45, 则 存在 一 个 实数 c 使 得 必 二 宇 6. 由 


- 
各 
: 
‘ 
缮 
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4.13 得 


”这 就 是 我 们 要 的 分 解 
在 下 面 的 定理 中 , 每 个 形 如 z2 + ajz + 6; 的 项 , 其 中 a3 < 

注意 到 在 下 面 的 分 解 中 , 数 入 ,… , Am 恰好 是 p 的 所 有 实 根 , 因 
为 只 有 当 z 取 这 些 实数 值 时 下 面 等 式 的 右 端 才 等 于 0. 


§ 414 定理 : 如 果 D E P(R) 是 非常 数 多 项 式 ， 则 Dp 可 以 唯一 ( 除 
”因子 的 次 序 之 外 ) 分 解 成 如 下 形式 


p(x) = c(7 — A1):…(7— Am)(T* + oiz+ Bi) (z+ amz+ BM), 


其 中 C) A1,* ,二 元 < R, (Qi1, Bi),……- , (QM, BM) € 用” 并 且 对 每 
个 了 都 有 az < 4B;. 


证 明 : 设 pe P(R) 是 非常 数 多 项 式 . 我 们 可 以 把 p 看 作 
P(C) 中 的 元 素 (因为 每 个 实数 都 是 复数 ). 证 明 的 思路 是 , 把 p 
看 作 复 系数 多 项 式 再 利用 p 的 分 解 4.9. 由 4.10 可 知 , p 的 非 实 
数 的 复 根 总 是 成 对 出 现 的 . 于 是 , 如 果 p 作为 P(C) 中 的 元 素 ， 
它 的 分 解 包含 形 如 (x 一 入 ) 的 项 , 其 中 入 是 非 实 数 的 复数 , 那么 
(z 一 入 ) 也 是 该 分 解 中 的 一 项 . 将 这 两 项 相 乘 就 得 到 了 所 需 形式 
的 二 次 项 . 
上 一 段 简要 描述 的 思路 基本 上 给 出 了 分 解 存在 性 的 证 明 . 但 
是 , 有 一 点 需要 注意 , 假设 和 是 一 个 非 实数 的 复 根 , 并 且 (x 一 入 ) 
是 pe P(C) 的 分 解 中 的 一 项 . 根据 4.10, (z - 和 ) 也 是 这 个 分 
解 中 的 一 项 , 但 是 4.10 并 没 说 这 两 个 因子 出 现 的 次 数 相同 ,而 
这 是 使 上 面 的 思路 可 行 所 必需 的 . 但 这 不 成 问题 : 存在 多 项 式 
q € P(C), 使 得 g 的 次 数 比 p 的 次 数 小 2, 并 且 


p(7) = (7 — N(xz — Na(7) 


46， 都 不 能 分 解 成 两 个 次 数 为 1 的 实 系数 多 项 式 的 乘积 (由 4.11). 


这 里 m 或 AM 
都 有 可 能 等 于 
0. 
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此 处 分 母 一 定 
不 为 零 ， 因为 
7 --2(Re A)zt+ 
| 入 |” 的 两 个 根 入 
和 和 都 不 是 实 
数 . 


项 式 


= (z2 — 2(Re A)z 十 | 和 2)q(z). 


如 果 我 们 能 够 证 明 4 的 系数 都 是 实数 , 那么 通过 对 p 的 次 数 用 
归纳 法 就 可 以 断定 : (z 一 入 ) 在 z 的 分 解 中 出 现 的 次 数 恰好 等 于 
(z 一 入 ) 出 现 的 次 数 

要 证 明 9 是 实 系数 的 , 从 上 面 的 方程 解 出 g 可 得 


9(Z) = De) 


2 一 2(Re Nz + IM? 
由 上 式 可 知 , 对 所 有 ze 及 都 有 af(z) ER. 把 gq 写成 


TE 


q(z) 一 ao 十 az 十 … 十 an 2Zn 一 2 
其 中 a0,… ,an-_2 €E C, 从 而 对 所 有 ze R 都 有 
0 = Im g(x) = (Im a0) + (Im az 十 十 (Im an_2)2"™™. 


由 此 得 Im ao0,:… ,Im an_2 都 等 于 0 (由 4.4). 因此 g 的 所 有 系 
数 都 是 实数 , 于 是 分 解 存在 . 

现在 我 们 来 考虑 分 解 的 唯一 性 问题 . p 的 形 如 2 + az 十 
的 因子 , 其 中 a? < 46, 可 以 唯一 写成 (rz 一 和 (7 一 入 ,其 中 入 EC. 


稍 加 思索 便 知 , 如 果 p 作为 P(R) 中 元 素 有 两 个 不 同 的 分 解 , 那 


么 p 作为 P(C) 中 元 素 也 有 两 个 不 同 的 分 解 , 与 4.8 矛盾 . 生 


吕 
了 
区 
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全。 
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全 
A 
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人 
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和 
[zy 
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by 
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并 
全 
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各 
光 
各 
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i 


习 珊 


1 设 m 和 nn 都 是 正 整数 , 并 且 m < n. 证 明 存 在 一 个 多 项 式 


pe Pn(F), 其 恰 有 m 个 不 同 的 根 . 


设 《1) ”Zn 十 1 是 上 中 的 不 同 元 素 ， 并 且 人 


F， 证明: 存在 唯一 一 个 多 项 式 PE Pm(F), 使 得 对 7 = 
DPD(2j) = Wj. 


. 证 明 : 如 果 p,qg € P(F), 并 且 p 关 0, 那么 存在 唯一 一 对 多 


项 式 s,7 € P(F) 使 得 
d 一 SD 十 7 


并 且 degr < degp. 也 就 是 说 ， 可 以 给 带 余 除 法 (4.5) 添加 
关于 唯一 性 的 陈述 . 


. 设 p E P(C) 的 次 数 为 m. 证 明 : p 有 m 个 互 不 相同 的 根 


当 且 仪 当 p 和 它 的 导数 p' 没有 公共 根 . 


. 证 明 奇 数 次 的 实 系数 多 项 式 都 有 实 根 . 


: .网 2 
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第 5 章 本 征 值 与 本 征 向 量 


第 3 章 研究 了 从 一 个 向 量 空间 到 另 一 个 向 量 空间 的 线性 映 
现在 开始 研究 从 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 映射 . 对 这 种 
”线性 映射 的 研究 构成 了 线性 代数 最 深刻 、 最 重要 的 部 分 ， 这 方 
面 的 大 部 分 结果 对 无 限 维 向 量 空 间 都 不 成 立 ， 因 此 我 们 只 考虑 
-- 有 限 维 向 量 空间 . 为 了 避免 平凡 性 , 我 们 也 不 考虑 向 量 空间 {0}. 
”因此 , 我 们 作 如 下 假设 : 


F 表示 民 或 C. ] 
] V 是 F 上 的 有 限 维 非 零 向 量 空间 .| 


尖 闵 米 
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在 泛 函 分 析 中 ， 
最 著名 的 尚未 
解决 的 问题 叫 
做 不 变 子 空间 
问题 . 它 研究 无 
限 维 向 量 空间 
上 算 子 的 不 变 


空间 . 


85.1 不 变 子 空间 


本 章 我 们 要 引进 一 些 工具 , 这 将 有 助 于 我 们 理解 算 子 的 结 量 
构 . 回想 一 下 , 算 子 是 从 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 映射 ,y 看 


上 算 子 的 集合 记 为 L(V), 即 L(V) = L(V,V). 


我 们 来 看 看 如 何 能 更 好 地 理解 算 子 设 T ec elV) 如 果 V 宣 


有 和 直 各 分解 
.1 人 


其 中 每 个 U; 都 是 V 的 真子 空间 , 那么 , 为 了 理解 了 的 性 质 , 我 
们 只 需 理解 每 个 Tl， 的 性 质 , 这 里 Tv 表示 把 了 限制 到 更 小 的 
定义 域 V; 上 . 因为 Z 是 比 V 更 小 的 向 量 空间 , 所 以 处 理 Tu 
应 该 比 处 理 了 更 容易 . 但 是 , 如 果 想 要 使 用 算 子 研究 中 的 一 些 
有 效 工具 (比如 取 守 ), 那么 就 会 有 一 个 问题 : rw 可 能 不 把 吕 
映 到 自身 ; 也 就 是 说 , Ty, 可 能 不 是 UV 上 的 算 子 . 因此 , 我 们 只 
考虑 形 如 5.1 并 且 具 有 如 下 性 质 的 分 解 : TT 把 其 中 的 每 个 U; 部 
映 到 上 自身 . 

被 算 子 映 到 目 喘 的 子 空间 十 分 重要 , 应 当 有 个 名 字 ， 因 而 ， 
对 于 Te L(V) 和 VV 的 子 空间 U， 如 果 对 每 个 we U 都 有 
Twu EU, 则 称 上 U 在 工 下 是 不 变 的 (invariant)， 也 就 是 说 , T|v 
是 VU 上 的 算 子 当 且 仅 当 UV 在 7 下 是 不 变 的 . 例如, 若 了 是 
P7(R) 上 的 微分 算 子 , 则 Pa(R) ( 它 是 Pr(R) 的 子 空间 ) 在 工 下 
是 不 变 的 , 这 是 因为 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 的 导数 仍 是 次 数 不 
超过 4 的 多 项 式 . 

我 们 来 看 不 变 子 空间 的 一 些 简单 例子 . 设 工 e L(V), 显然 ， 
{0} 在 了 下 是 不 变 的 ; 整个 空间 站 在 了 下 也 是 不 变 的 . 了 是 不 
古 一 定 有 不 同 于 {0} 和 Y 的 不 变 子 空间 呢 ? 我 们 以 后 会 看 到 
这 个 问题 对 于 维 数 大 于 1 的 复 向 量 空 间 上 的 算 子 和 维 数 大 于 2 
的 实 向 量 空间 上 的 算 子 都 有 肯定 的 答案 . 

车 Te L(V), 则 nullT 在 7T 下 是 不 变 的 (证 明 : 着 we 
nul7, 则 Tw ==0, 敬 Tw enullT); rangeT 在 TT 下 也 是 不 变 的 
(证 明 : 奋 wu € range7T, 则 由 值 域 的 定义 可 知 , Tw 含 于 range 了 T). 
虽然 nul 和 range 7 在 工 下 都 是 不 变 的 ， 但 是 这 并 未 给 不 同 
于 {0} 和 了 的 不 变 子 空间 的 存在 性 问题 提供 简单 答案 , 这 是 因 


| 4 
了 dT 


和 


为 , nullT 可 能 等 于 {0}, 而 range7 可 能 等 于 V ( 当 工 可 逆 时 ， 
”就 是 这 样 ) 

”我 们 以 后 还 会 回 过 头 来 更 深入 地 研究 不 变 子 空间 ， 现 在 先 
来 研究 最 简单 的 非 平 凡 不 变 子 空间 一 一 1 维 不 变 子 空间 . 

算 子 在 1 维 不 变 子 空间 上 有 什么 样 的 性 质 呢 ? V 的 1 维 子 


和 空间 是 容易 描述 的 . 任 取 非 零 向 量 ue V, 并 设 7 等 于 的 标 
-划一 - 呈 人 之 集 


5.2 U = {au:aE€F}. 


则 是 V 的 1 维 子 空间 , 而 且 V 的 每 个 1 维 子 空间 都 具有 这 种 

形式 . 若 uw eV, 并 且 5.2 所 定义 的 子 空间 UU 在 TE L(V) 下 是 不 

变 的 , 则 Tw 必 含 于 U, 因此 必 有 标量 入 EF 使 得 Tw = Aw. 友 

之 , 若 wu 是 V 中 的 非 零 向 量 , 并 且 有 某 个 入 EF 使 得 Tu = 和 XW， 

则 5.2 所 定义 的 V 的 1 维 子 空间 UV 在 TT 下 是 不 变 的 . 
我 们 刚才 已 经 看 到 , 方程 


5.3 Tu = AM, 


和 1 维 不 变 子 空间 密切 相关 , 而 且 十 分 重要 , 因此 我 们 给 满足 此 
方程 的 向 量 w 和 标量 和 分 别 起 一 个 特殊 的 名 字 . 具体 地 , 对 于 
T e L(V) 和 标量 e 下, 如 果 有 非 零 向 量 w eV 使 得 Tu = Xu， 
则 称 入 为 他 的 本 征 值 (eigenvalue). 我 们 必须 要 求 u 是 非 零 
的 , 这 是 因为 , 对 于 wu = 0, 每 个 标量 入 e F 都 满足 5.3. 上 面 这 
些 解 释 表 明 , T 有 1 维 不 变 子 空间 当 且 仅 当 下 有 本 征 值 . 

方程 Tu = Xu 等 价 于 (TAT)wu = 0, 故 入 是 TT 的 本 征 值 
当 且 仅 当 了 一 和 不 是 单 的 . 根据 3.21, 入 是 了 的 本 征 值 当 且 仅 
当 工 一 和 不 可 道 , 当 且 仅 当 了 一 A 不 是 满 的 . 

设 Te L(V), 并 且 AeF 是 TT 的 本 征 值 . 如 果 向 量 w eV 


音 。 满足 Tu = xu, 则 称 ww 是 T (相应 于 和 的 本 征 向 量 (eigen- 


vector). 因为 5.3 等 价 于 (人 -Au = 0, 所 以 T 的 相应 于 入 的 
本 征 向 量 之 集 等 于 null(T 一 A7T). 特别 地 , T 的 相应 于 入 的 本 征 


ee 问 量 之 集 是 V 的 子 空间 . 
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这 些 子 空间 和 
Herbert Mar- 
cuse 的 名 著 
《一 维 人 》 的 主 
题 没 多 大 联系 . 


eigenvalue 是 
个 奇怪 的 词 ， 
它 一 半 是 德 
文 ， 一 半 是 英 
文 . 德 文 形容 
词 eigen 的 意 
思 是 “特有 的 ”. 
有 些 数学 家 使 
用 本 语 特征 值 
(characteris- 
tic value) 而 
不 使 用 本 征 值 


(eigenvalue). 
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有 些 教材 并 不 
把 0 当成 本 征 
向 量 . 按照 本 
书 采 用 的 定义 ， 
相应 于 一 个 固 
定 本 征 值 的 本 
征 向量 之 集 是 
子 空间 . 


我 们 来 看 一 些 本 征 值 和 本 征 同 量 的 例子 . 者 a € F, 则 a 
仅 有 一 个 本 征 值 , 即 a, 并 且 对 于 此 本 征 值 , 每 个 向 量 都 是 本 征 
向 量 . 


再 看 一 个 更 复杂 的 例子 , 考虑 如 下 定义 的 算 子 了 E L(F?): 
5.4 T(w,z) 一 (一 2 WwW). 


各 下 = R, 则 此 算 子 有 很 好 的 几何 解释 :了 是 R? 中 绕 原 扣 的 北 
时 针 90° 旋转 . 一 个 算 子 有 本 征 值 当 且 仅 当 在 定义 域 中 存在 非 
零 癌 量 能 被 该 算 子 映 成 此 向 量 的 标量 倍 . R? 中 非 零 向 量 的 旋转 
显然 不 能 等 于 此 向 量 的 标量 倍 . 结论 : 若 F = R, 则 由 5.4 定义 
的 算 子 了 没有 本 征 值 . 但 是 , 在 FF = C 时 情况 就 不 一 样 了 . 为 


了 找 出 工 的 本 征 值 , 我 们 必须 找 出 使 得 方程 


有 不 同 于 w= z = 0 的 解 的 标量 和 对 于 由 5.4 定义 的 了 上 上 面 
的 方程 等 价 的 于 联 立 方程 


5.5 -ZzZ= AWwW, w= AZz. 
把 第 二 个 方程 代入 第 一 个 方程 可 得 
—z 一 Mz. 


现在 > 不 能 等 于 0 (否则 , 由 5.5 可 知 w = 0, 而 我 们 要 找 的 5.5 
的 解 应 使 (w,z) 不 是 0 同 量 ), 故 由 上 面 的 方程 可 得 


-1= 和 


这 个 方程 的 解 是 和 = i 和 和 = -i. 你 应 该 能 轻松 地 验证 , i 和 
一 都 是 的 本 征 值 . 的 确 , 相应 于 本 征 值 i 的 本 征 辣 量 是 形 如 
(w, 一 wi) 的 癌 量 , 而 相应 于 本 征 值 -i 的 本 征 问 量 是 形 如 (wwwi) 
的 问 量 , 其 中 w e C. 

现在 我 们 来 证 明 : 相应 于 不 同 本 征 值 的 非 零 本 征 癌 量 是 线 
性 无 关 的 . 
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“5.6 定理 : 设 了 TT = L(V), A1,.… yi 是 了 的 互 不 相同 的 本 征 值 ， 
1,… ,Um 是 相应 的 非 零 本 征 向 量 , 则 (v1,:… ,vm) 线性 无 关 . 


证 明 : 假设 (v1,:… ,vm) 线性 相关 . 设 是 使 得 下 式 成 立 的 
”最 小 正 整数 : 


5.7 ok € span(oa ;ok 


出线 性 相关 性 引 理 (2.4) 可 知 , 具有 这 种 性 质 的 一 定 存 在 . 于 
是 , 有 al,…… ,ak-1 EF 使 得 


5.8 Vk 二 Q1V1 十 "十 Qk-1Vk-1. 
把 了 作用 到 这 个 等 式 的 两 端 可 得 


和 = Q1A101 十 … :十 ak_1IXAK_1UF 1. 


在 5.8 的 两 端 乘 以 ,然后 减 去 上 式 , 得 


0 al (Xk = 和 1 )V1 Se QK_1(AXK Mp1)UVk1. 


因为 我 们 选取 的 大 是 满足 5.7 的 最 小 正 整 数 , 所 以 (v1,:… ,vk-1) 
线性 无 关 . 于 是 , 由 上 面 的 等 式 可 知 , 这 些 a 都 是 0 (回忆 一 下 , 和 x 
不 等 于 和 1,… ,和 -1 中 的 任何 一 个 ). 但 是 , 这 意味 着 wk 等 于 0 
(参见 5.8), 与 这 些 v 都 不 为 零 的 假设 矛盾 . 所 以 (v1,:… ,vm) 
线性 相关 的 假设 不 成 立 . 国 


1 下 面 的 推论 表明 , 算 子 的 互 异 本 征 值 的 个 数 不 会 多 于 向 量 
十 。 ”空间 的 维 数 


CA 


5.9 推论 : V 上 的 每 个 算 子 最 多 有 dimV 个 互 不 相同 的 本 征 值 . 


证 明 : 设 TeL(V), 和,… ,Xm 是 了 的 互 不 相同 的 本 征 值 ， 
v1,… ,vm 是 相应 的 非 零 本 征 向 量 . 定理 5.6 表明 , (wi1,… ,um) 
线性 无 关 . 因此 m < dimV (参见 2.6). 加 
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85.2 ”多 项 式 对 算 子 的 作用 


算 子 ( 它 把 一 个 向 量 空间 映 到 自身 ) 理论 要 比 线性 映射 的 理 二. 
论 丰富 , 主要 原因 是 算 子 能 自 乘 为 察 . 本 节 , 我 们 定义 多 项 式 对 和. 
算 子 作用 的 记号 和 主要 概念 1 

若 了 < L(V), 则 TT 有 意义 , 并 且 也 含 于 L(V) 通常 用 7 
来 代替 7T. 更 一 般 地 , 车 m 是 正 整 数 , 则 Tm 定义 如 下 : 


为 了 方便 , 我 们 把 To 定义 为 VY 上 的 恒 等 算 子 工 

回想 一 下 第 3 章 , 若 了 是 可 逆 算 子 , 则 工 的 逆 记 为 T-1. 若 
m 是 正 整数 , 则 把 T-m 定义 为 (T1)™. 

你 应 该 验证 , 若 了 是 算 子 , 则 


‘Tm Ea 人 (人 es GVEA 
其 中 m 和 n 当 了 可 道 时 是 任意 整数 , 而 当 了 不 可 逆 时 是 非 负 


整数 . 
如 果 了 < L(V), 并 且 pe P(F) 是 如 下 多 项 式 


p(z) = ao 十 aiz 十 az 十 .十 amzm ZEF, 
则 p(T) 是 如 下 定义 的 算 子 
p(T) aol 二 Q17 十 a2T* I a Ae 


例如 , 若 p 是 多 项 式 , p(z) = z?, z EF, 则 p(T) = T?. 这 是 符号 
2 的 新 用 法 , 因为 我 们 把 它 作 用 于 算 子 , 而 不 仅仅 作用 于 下 的 元 
素 . 对 于 一 个 固定 的 算 子 Te L(V), 你 应 该 验证 , 由 p 一 p(T) 
所 给 出 的 从 P(F) 到 L(V) 的 函数 是 线性 的 . 

车 p 和 1 都 是 多 项 式 , 它们 的 系数 都 在 下 中 , 则 pq 是 如 下 
定义 的 多 项 式 

(pg)(z) = p(z)q(z), z EF. 

你 应 该 验证 下 面 这 个 漂亮 的 乘法 性 质 : 车 Te L(V), 则 对 系数 
含 于 下 的 任意 多 项 式 p 和 都 有 


(pg)(T) = p(T)a(T). 


”注意 , 7 的 任意 两 个 多 项 式 都 可 交换 , 即 p(T)g(T) = g(T)p(T) 
.这 是 因为 


p(T)a(T) = (pq9)(T) = (ap)(T) = q(T)P(T). 


35.3 ”上 三 角 和 矩阵 
我 们 现在 给 出 复 回 量 空间 上 算 子 的 中 心 结果 之 一 . 
5.10 定理 : 有 限 维 非 零 复 向 量 空间 上 的 每 个 算 子 都 有 本 征 值 . 


证 明 : 设立 是 m” 维 复 向 量 空间 , n > 0, 并 设 Te L(V). 取 
v EV 使 得 vv 关 0. 因为 V 是 nn 维 的 , 所 以 二 1 个 向 量 


(v, Tv, Tv,... ,Tv) 


不 可 能 是 线性 无 关 的 . 于 是 , 有 不 全 为 0 的 复数 ao,……… ,an 使 得 


0 一 Qov 十 al17D 十 … :十 anT7 7 


设 m 是 使 得 om ## 0 的 最 大 下 标 . 因为 v 关 0， 所 以 系数 
ai,… ,an 个 可 能 都 是 0, 故 0 < mm < n， 以 这 些 a 为 系数 作 
一 个 多 项 式 , 并 将 此 多 项 式 分 解 成 (参见 4.8) 


Qa0 二 a12 二 十 Qn2" 二 cz 一 AD) (zz 一 Am) 


其 中 c 是 非 零 复数 , NA) e C, 并 且 等 式 对 所 有 z e C 都 成 立 . 我 
们 有 
0 一 0Qo7 十 Q1775 十 … :十 Qnr 
二 (aoT 十 QT 二 +… 二 anT")v 
=c(T ~— AD):…(T — MmI)Y, 


这 意味 着 至 少 有 一 个 了 使 得 TA 和 jI 不 是 单 的 . 也 就 是 说 , 有 
本 征 值 . 加 
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将 此 定理 的 这 
个 简单 证 明 与 
使 用 行列 式 的 
标准 证 明 比 较 
一 下 . 标准 证 
明 必 须 首 先 定 
义 行 列 式 这 个 
后 必须 证 明 行 
列 式 为 0 的 算 
子 不 可 弟 , 还 需 
要 定义 特征 多 
项 式 , 到 这 时 才 
能 着 手 这 个 定 
理 的 证 明 : 根本 
无 法 从 中 领会 
为 什么 定理 会 
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把 Tv 写成 这 
此 ov 的 线性 组 
合 , 所 用 的 系数 
就 构成 了 这 个 
矩阵 的 第 kk 列 . 


我 们 经 常用 * 
来 表示 绑 阵 的 
未 知 元 素 或 与 
所 讨论 的 问题 
无 关 的 元 素 . 


回想 一 下 , 在 第 3 章 我 们 讨论 了 从 一 个 向 量 空间 到 另 一 个 向 站 
量 空间 的 线性 映射 的 矩阵 . 这 个 矩阵 依赖 于 这 两 个 向 量 空间 基 量 
的 选取 . 既然 我 们 要 研究 从 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 算 子 , 那么 时 
有 一 个 基 就 够 了 . 另外 , 此 时 的 矩阵 也 将 是 方 阵 , 而 非 以 前 所 考 总 


虑 的 更 一 般 的 长 方形 年 阵 . 具体 地 , 没 Te ZV) oo 吉 


是 Y 的 基 , 则 对 每 个 天 三 1 …… 都 有 
Tok = QkV1 + Qn kVn, 


其 中 ORE EF, 7 ly 下 面 的 nxn 矩阵 


称 为 了 关于 基 (v1.… ,on) 的 矩阵 (matrix), 记 为 M(T, (ui 
… ,Vn)); 如果 基 (v1,… ,vw)) 在 上 下 文中 是 明显 的 (例如 , 只 见 
到 一 个 基 ), 则 简 记 为 M(T). 

如 果 工 是 F* 上 的 算 子 , 且 未 指明 基 , 则 假设 所 考虑 的 基 是 
标准 基 (其 中 第 7 个 基 问 量 的 第 7 个 位 置 是 1, 其 他 位 置 都 是 0). 
可 以 把 M(T) 的 第 7 列 看 成 是 工 作用 于 第 ; 个 基 回 量 . 

线性 代数 的 一 个 中 心目 标 就 是 要 证 明 : 给 定 一 个 算 子 了 < 
L(V),V 有 一 个 基 使 得 了 关于 此 基 有 比较 简单 的 矩阵 . 这 种 表 
述 比较 含糊 〈“ 比 较 简单 ”不 是 精确 的 语言 )， 说 得 具体 一 点 ， 就 
是 让 M(T) 有 很 多 0. 

如 果 Y 是 复 辐 量 空间 , 那么 我 们 已 经 知道 , V 有 一 个 基 使 
得 了 关于 此 基 的 矩阵 的 第 一 列 除 第 一 个 元 素 之 外 全 是 0, 这 个 
矩阵 形 如 


0 
这 里 * 表示 除 第 一 列 之 外 的 所 有 其 他 元 素 . 为 了 证 明 这 个 事实 ， 
设 入 是 人 的 本 征 值 (由 5.10 可 知 , 一 定 存在 ), 并 且 v 是 相应 的 


§5.3 


方 阵 的 对 角 线 (diagonal) 由 位 于 从 左上 角 到 右 下 角 的 直线 
上 的 元 素 组 成 . 例如 , 矩阵 5.11 的 对 角 线 由 元 素 ol az …: 
ann 组 成 

0 一 个 矩阵 称 为 上 三 角 的 (upper triangular), 如 果 位 于 对 
= 角 线 下 方 的 元 素 全 为 0. 例如 , 4 x 4 矩阵 


3 
0 
OO ~1 hm 一 
oa © WwW 


是 上 三 角 的 . 上 三 角 短 阵 具有 如 下 的 典型 形式 


. 1 
入 1 * 


上 面 矩 阵 中 的 那个 0 表示 在 这 个 n x n 和 宅 阵 中 , 位 于 对 角 线 下 
方 的 元 素 全 等 于 0. 可 以 认为 上 三 角 和 矩阵 是 比较 简单 的 一 一 因 
为 当 n 比较 大 时 , n x n 上 三 角 和 矩阵 有 几乎 一 半 的 元 素 等 于 0. 

下 面 的 命题 所 揭示 的 上 三 角 和 矩阵 与 不 变 子 空间 之 间 的 这 种 
联系 是 很 有 用 的 


5.12 命题 : 设 TE L(V), 并 且 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 , 则 下 列 
等 价 : 

(a) 了 关于 基 (v1,… ,vn) 的 给 阵 是 上 三 角 的 ; 

(b) Twok € span(v1,.… ,Vk), k= 1,.-. ,n; 

(c) span(v1,… ,Vk) 在 T 下 是 不 变 的 ,k= 二 1,:…,n. 


证 明 : 根据 定义 , 稍 加 思考 即 可 得 (a) 和 (b) 的 等 价 性 . 显 
然 (c) 蕴含 (b). 因此 , 为 了 完成 证 明 , 只 需 证 明 (b) 蕴含 (c). 假 
设 (b) 成 立 . 取 定 ke {1… ,n}. 由 (b) 可 知 ， 


上 三 角 矩 阵 
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此 定理 在 实 向 
量 空 间 上 不 成 
立 ， 这 是 因为 ， 
若 贡 子 关 于 一 
个 基 有 上 三 角 
矩 阵 ， 则 此 基 
中 的 第 一 个 向 
量 必须 是 该 算 
子 的 本 征 向 量 . 
因此 , 若 实 向 量 
空间 上 的 一 个 
算 子 没有 本 征 
值 (我 们 已 经 
见 过 有 R2? 上 的 
一 个 例子 )， 则 
该 算 子 关于 任 
何 基 都 不 会 有 
上 三 角 撼 阵 . 


TV1 E span(v1) C span(v1, ,Uk); 


Tw2 € span(v1, 02) C span(v1,:.. ,Vk); 


Tor € span(v1,... .Vk). 
因此 , 者 风 是 (v1,… ,wk) 的 线性 组 合 , 则 
Tw € span(v1,... ,Uk). 
也 就 是 说 , span(v1,.… ,vk) 在 了 下 是 不 变 的 . 慨 


现在 我 们 可 以 证 明 : 对 于 复 向 量 空间 上 的 每 个 算 子 , 问 量 空 
间 都 有 一 个 基 使 得 算 子 关于 此 基 的 矩阵 的 对 角 线 下 方 只 有 0. 在 
第 8 章 我 们 将 改进 这 个 结果 . 


5.13 定理 : 设 V 是 复 向 量 空间 , 并 设 TE L(V), 则 了 关于 V 
的 某 个 基 具 有 上 三 角 和 矩阵 . 


证 明 : 对 V 的 维 数 用 归纳 法 . 显然 , 若 dimV = 1, 则 结论 
成 立 . 
现在 假设 dimY > 1, 并 设 对 于 所 有 维 数 比 Y 小 的 复 回 量 
空间 , 结果 都 成 立 . 设 入 是 了 的 任意 本 征 值 (5.10 保证 了 人 有 
本 征 值 ), 再 设 
U = range(T 一 入 7). 
因为 了- A 不 是 满 的 (参见 3.21), 所 以 dimU < dimV. 进 一 
步 , 在 7 下 是 不 变 的 . 为 了 证 明 这 点 , 设 ve U, 则 


Tu = (T -ADu 二 Xu 


显然 , (T 一 ADuerr (根据 U 的 定义 ), 并 且 Xu e U. 因此 , 上 
面 的 等 式 表明 Tw e U, 故 U 在 TT 下 是 不 变 的 . 

因此 Tlu 是 UV 上 的 算 子 . 由 归纳 法 假设 , Z 有 基 (wi,…， 
um) 使 得 Tlu 关于 此 基 有 上 三 角 和 矩阵 . 因此 , 对 每 个 ; 都 有 ( 利 
用 5.12) 


5.14 Tu; = (TIv)(w;) € span(w1,.…. ,uj). 


把 (Wu ) Um)) 扩充 成 V 的 基 (W1,.…- , Um, V1 , Un )) 则 对 
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- 每 个 上 都 有 ， 
T 央 二 (人 -ADox + Mw. 


U 的 定义 表明 , (T 一 和 Dvk EU = span(w1,… ,Um). 因此 , 由 上 


5.15 Tv ESpantui ,Um,; C1) ,UR). 


i 由 5.14 和 5.15 可 得 (利用 5.12), T 关于 基 (wi,… ,um 
“v1,"… ,Vn) 有 上 三 角 和 矩阵 ， 图 


如 何 通过 考虑 一 个 算 子 的 和 矩阵 来 确定 该 算 子 是 否 可 逆 呢 ? 
如 果 我 们 很 广 运 地 有 一 个 基 使 得 算 子 关于 此 基 的 和 矩阵 是 上 三 角 
的 , 那么 问题 就 会 变 得 很 简单 , 正如 下 面 的 命题 所 示 . 


5.16 命题 : 假设 了 Ee L(V) 关于 VV 的 某 个 基 有 上 三 角 延 阵 ， 则 
T 可 逆 当 且 仅 当 这 个 上 三 角 和 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 都 不 是 0 


证 明 : 设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 使 得 T 关于 此 基 具 有 上 三 
角 和 矩阵 


入 2 


0 Ns 


我 们 需要 证 明 : 了 不 可 道 当 且 仅 当 某 个 和 等 于 0. 

首先 证 明 : 若 某 个 Xx 等 于 0, 则 了 不 可 道 . 若 Xi = 0, 则 
了 Twi = 0 (由 5.17), 故 工 不 可 道 . 假设 1<k<n, 并 且 Xx = 0， 
| 则 由 5.17, 工 把 问 量 v1,:… ,vk_1 都 映 到 span(v1,... ,Vk-1) 内 . 
因为 入 = 0, 所 以 矩阵 5.17 还 意味 着 TVUR € span(V1,.*. ,Vk_1). 
于 是 , 我 们 可 以 定义 一 个 线性 映射 5， 


9 :span(v1i,... ,vk) — Span(v1,... ,Vk-1) 


使 得 5v = Tw, v € span(v1,... ,Uk). 即 5 是 荆 在 span(v1,… 
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通过 算 子 的 佐 
阵 来 计算 其 本 
征 值 的 有 效 数 
值 技 术 是 有 的 . 


vk) 上 的 限制 . 

注意 到 span(v1,… ,Vk) 的 维 数 等 于 k， 而 span(v1,.…:， 
vk_1) 的 维 数 等 于 一 1 (因为 (v1,… ,vn) 线性 无 关 ). 因为 
span(v1,..: ,Vk) 的 维 数 比 span(vV1,..*. ,Vk—1) 的 维 数 大 ， 所 以 从 
(参见 3.5). 于 是 有 非 零 向 量 vc span(ol,…… ,vk) 使 得 Sv = 0. 
从 而 To = 0, 故 了 不 可 道 . 

为 了 证 明 另 一 个 方面 , 假设 了 不可逆. 因而 人 不 是 单 的 ( 参 
见 3.21), 并 且 有 非 零 向 量 wey 使 得 Tw = 0. 因为 (v1,… ,vn 
是 V 的 基 , 所 以 有 


span(v1,-… ,Vk) 到 span(v1,… ,vr_1) 的 线性 映射 都 不 是 单 的 < 


See 


2 一 Q1V71 十 十 QKUF， 
其 中 a1,… ,ok € F, ax #0 (把 表示 成 (v1,… ,on) 线性 组 
合 , 然后 取 是 系数 不 为 0 的 最 大 下 标 ) 于 是 


0 一 17 
0=T(aiol 十 .十 QKUK) 
一 (al7TVI 十 :十 QFIITUE IT) 十 QKT UK 


最 后 那个 插 号 中 的 向 量 含 于 span(v1,… ,Vk-1) (由 于 5.17 是 上 
三 角 的 )， 因 此 , 由 上 面 的 等 式 得 okTok € span(v1,.… ,vk_1). 
因为 ok 入 0, 所 以 乘 以 1/ax 可 得 , Tok e span(v1,… ,vk_1). 于 
是 , 大 把 Twk 写成 基 (v1,… ,un) 的 线性 组 合 , 则 wk 的 系数 是 
0, 即 5.17 中 的 和 4 必 为 0. 国 


不 幸 的 是 , 现在 还 无 法 通过 一 般 算 子 (关于 任意 基 ) 的 矩阵 
来 严格 计算 算 子 的 本 征 值 . 但 是 , 如 果 我 们 很 幸运 地 找到 了 一 个 
基 使 得 算 子 关于 此 基 的 矩阵 是 上 三 角 的 ， 则 本 征 值 的 计算 问题 
就 变 得 平凡 了 , 正如 下 面 的 命题 所 示 . 


5.18 命题 : 设 Te L(V) 关于 VV 的 某 个 基 有 上 三 角 短 阵 ， 则 这 
个 上 三 角 短 阵 对 角 线 上 的 元 素 恰 好 是 人 的 所 有 本 征 值 . 
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证 明 : 设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 , 并 且 了 关于 此 基 有 上 三 


”“ 角 算 阵 

入 1 * 

入 2 
人 (7 ， (1 ， 月 
0 An 
“ 设 和 eF, 则 
Al 一 入 水 
和 2 一 人 入 
人 41(T 3 A 和 T, (V1, , Un )) 一 
| 0 An 一 从 


因此 , 了- X7 不 可 逆 当 且 仅 当 入 等 于 某 个 和 ; (参见 5.16). 也 融 
是 说 , 入 是 工 的 本 征 值 当 且 仅 当 和 等 于 某 个 入 j. 了 


85.4 对 角 和 矩阵 


对 角 和 矩阵 (diagonal matrix) 是 对 角 线 以 外 的 元 素 全 是 0 
的 方 阵 . 例如 ， 


OO LO OO 
OO OO OO 


8 
0 
0 


是 对 角 和 矩阵 ， 显然 , 每 个 对 角 和 矩阵 都 是 上 三 角 的 , 但 是 对 角 和 矩阵 
一 般 要 比 上 三 角 和 矩阵 有 更 多 的 0. 

由 算 子 关 于 一 个 基 的 矩阵 的 定义 立即 可 得 , 算 子 T € L(V) 
关于 V 的 基 (v1,:… ,vn) 有 对 角 和 矩阵 


Al 0 


0 Mn 
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以 后 会 找到 使 
得 算 子 关于 某 
个 基 有 对 角 拢 
阵 的 其 他 条 件 
(参见 7.9 和 
7.13). 


当 且 仅 当 


Toi 一 入 171 


4 一 A Un . 


因此 , 算 子 Te L(V) 关于 V 的 某 个 基 有 对 角 和 矩阵 当 且 仅 当 V 
有 一 个 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 基 . 

由 5.18 可 知 (或 者 对 于 对 角 和 矩阵 直接 给 出 一 个 简单 证 明 )， 
者 算 子 关于 某 个 基 有 对 角 和 矩阵 ， 则 对 角 线 上 的 元 素 恰 好 是 该 算 
子 的 所 有 本 征 值 . 

可 惜 并 非 每 个 算 子 都 关于 某 个 基 有 对 角 和 矩阵 .这 种 糟糕 的 
情况 甚至 可 以 出 现在 复 向 量 空间 上 . 例如 , 考虑 Te C(C2), 其 
定义 如 下 


5.19 T(w,z) = (z,0). 


你 应 该 验证 , 0 是 这 个 算 子 唯一 的 本 征 值 , 并 且 相 应 的 本 征 向 量 
的 集合 是 1 维 子 空间 {(w,0) e C? : we C}. 于 是 , 工 的 线性 无 
关 的 本 征 向 量 不 足以 组 成 2 维 空间 C? 的 一 个 基 . 因此 人 了 关于 
C? 的 任何 基 都 不 会 有 对 角 和 矩阵 . 

下 一 个 命题 表明 , 如 果 一 个 算 子 的 互 异 本 征 值 的 个 数 与 定 
义 域 的 维 数 相同 , 则 此 算 子 关 于 某 个 基 有 对 角 和 矩阵 ; 但 是 , 某 些 
本 征 值 较 少 的 算 子 也 可 能 有 对 角 和 矩阵 (也 就 是 说 , 下 一 个 命题 的 
道 命 题 不 成 立 ). 例如 , 3 维 空间 F3 上 , 由 


T(z1, 29， Z3) 一 (4z1, 422, 5z3) 


定义 的 算 子 了 只 有 两 个 本 征 值 (4 和 5), 但 这 个 算 子 关于 标准 
基 有 对 角 和 矩阵 . 


5.20 命题 : 若 Te L(V) 有 dimy 个 互 不 相同 的 本 征 值 , 则 工 
关于 VV 的 某 个 基 有 对 角 短 阵 . 


证 明 : 设 Te L(V) 有 dimy 个 互 不 相同 的 本 征 值 入 ,:…， 
Aqimv， 对 每 个 j, 设 wj e V 是 相应 于 本 征 值 ; 的 非 零 本 征 
癌 量 .因为 相应 于 互 异 本 征 值 的 非 零 本 征 向 量 线性 无 关 (参见 


5.6 )， 所 以 (v1,… ,vaimv ) 线性 无 关 . V 中 由 dimyY 个 同 量 组 成 
的 线性 无 关 组 是 V 的 基 (参见 2.17); 故 (v1,… ,vaimv) 是 V 


的 基 . 关于 这 个 由 本 征 向 量 组 成 的 基 有 对 角 和 矩阵 . 国 


这 一 广 的 最 后 一 个 命题 给 出 了 算 子 关于 某 个 基 有 对 和 角 和 矩阵 


”5.21 命题 设 了 < L(V), 并 设 XXXnm 是 全 的 所 有 互 不 相 
同 的 本 征 值 , 则 下 列 等 价 : 

(a) 荆 关 于 VV 的 某 个 基 有 对 角 算 阵 ; 

(b) V 有 一 个 由 全 的 本 征 向 量 组 成 的 基 ; 

(c) 了 有 在 全 下 不 变 的 1 维 子 空间 Ui,… ,Ui 使 得 


V=U®@:.:..@®U,; 


(dV=nuT AD)O:...@nul(T - Mm): 
(e) dimV = dimnull(T — A 和 DD) + + dimnull(T ~ Mm7). 


证 明 : 我 们 已 经 证 明了 (a) 和 (b) 是 等 价 的 . 

假设 (b) 成 立 , 则 V 有 一 个 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 基 
(v1,… ,vn)， 对 每 个 j, 设 U; = span(v;)， 显 然 , 每 个 U; 都 
是 V 的 1 维 子 空间 , 并 且 在 了 下 是 不 变 的 (因为 每 个 v; 都 是 
7 的 本 征 癌 量 )， 因 为 (v1,:… ,vn) 是 V 的 基 , 所 以 V 中 每 个 
向 量 都 可 以 唯一 地 写成 (v1,… ,vn) 的 线性 组 合 . 也 就 是 说 , V 
中 每 个 向 量 都 可 以 唯一 地 写成 一 个 和 wi 十 … 十 un, 其 中 每 个 
uy E Uj;. 于 是 ,V = U1 人 @…@ Un. 因此 , (b) 缠 含 (c). 

现在 假设 (c) 成 立 , 则 V 有 在 T 下 不 变 的 1 维 子 空间 
LI. ,LU 使 得 

V=U®@:.….@BU. 


对 每 个 j, 设 v; 是 U; 中 的 一 个 非 零 向 量 , 则 每 个 wj 都 是 了 的 
本 征 向 量 . 因为 V 中 每 个 向 量 都 可 以 唯一 地 写成 一 个 和 wi 十 
… 十 Un, 其 中 每 个 wj e U; ( 故 每 个 w; 都 是 wj 的 标量 倍 ), 所 
以 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 因此 (c) 缆 含 (b). 
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对 于 复 向 量 空 
间 , 我 们 以 后 将 
扩展 这 个 等 价 
性 列表 (参见 
第 8 章 习 题 16 
和 习题 23). 
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现在 已 经 证 明了 (a), (b), (c) 都 等 价 . 为 了 完成 证 明 , 我 们 
将 证 明 (b) 蕴含 (3), (d) 蕴含 (e), 并 且 (e) 蕴含 (vb). 

假设 (b) 成 立 , 则 V 有 一 个 由 人 的 本 征 向 量 组 成 的 基 . 于 
是 , V 中 每 个 向 量 都 是 的 本 征 问 量 的 线性 组 合 . 因此 


5.22 V = nul( 人 下 一 Ai 六 十 十 ul -M7). 
为 了 证 明 上 面 的 和 是 直 和 , 设 
0 = Wi 二 …: 十 Wm 


其 中 每 个 wj e null(T 一 和 ;了 1). 因为 相应 于 互 异 本 征 值 的 非 零 本 
征 癌 量 线性 无 关 , 所 以 每 个 wj 都 等 于 0 (对 上 式 右 端的 非 零 向 
量 之 和 用 5.6), 从 而 5.22 中 的 和 是 直 和 (利用 1.8). 这 就 证 明了 
(bp) 强 含 (d). 

由 第 2 章 习 题 17 立即 可 知 (d) 蕴含 (e). 

最 后 , 假设 (e) 成 并 , 则 


5.23 ”dimy = dimnull(T — 和 AD +: + dimnull(T — NT). 


在 每 个 null(TA 和 j7) 中 取 一 个 基 , 把 这 些 基 合 在 一 起 , 得 到 了 的 
一 组 本 征 向 量 (V1,** i 其 中 n= dimV (由 5.23). 为 了 证 
明 这 组 问 量 线性 无 关 , 假设 


Q101 十 … :十 anoOn 二 0， 


其 中 a1,… ,an E 下， 对 每 个 7 = 1 ,m, 设 wj 表示 使 得 
vk € null(T 一 入 7) 的 那些 项 apwv 的 和 , 则 每 个 wj 都 是 人 的 相 
应 于 本 征 值 和 ; 的 本 征 回 量 , 并 且 


因为 相应 于 互 异 本 征 值 的 非 零 本 征 向 量 线 性 无 关 , 所 以 每 个 vi 
都 等 于 0 (对 上 式 左 端的 非 零 向 量 之 和 用 5.6)， 由 于 每 个 wj 都 
是 一 些 QkUK 的 和 ， 其 中 的 这 些 Uk 组 成 了 null( 人 一 入 ji) 的 基 ， 从 
而 所 有 的 ax 都 等 于 0. 于 是 , (v1,… ,un) 线性 无 关 , 因此 是 V ， 
的 基 (由 2.17). 这 就 证 明了 (e) 蕴含 (b). mn 


[ 
上 
和 
: 
; 
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- 我 们 知道 , 在 复 癌 量 空间 中 , 每 个 算 子 都 有 本 征 值 (准确 陈 
述 参 见 5.10), 而 且 有 例子 表明 类 似 的 结论 对 于 实 同 量 空间 不 成 


” 立 也 就 是 说 , 非 零 实 向 量 空间 上 的 算 子 可 能 没有 1 维 的 不 变 子 


空间 , 但 是 我 们 现在 要 证 明 , 总 有 1 维 或 2 维 的 不 变 子 空间 


”5.24 定理 ， 在 有 限 维 非 零 实 向 量 空间 中 ， 每 个 算 子 都 有 1 维 或 
2 维 的 不 变 子 空间 . 


证 明 : 设 Y 是 n 维 实 向 量 空间 , nm > 0, 并 设 Te L(V). 取 
v EV, 且 wv 关 0. 因为 V 是 nn 维 的 , 所 以 nn 十 1 个 同 量 


(v, Tv, Tv ,12) 
不 可 能 是 线性 无 关 的 . 于 是 , 有 不 全 为 0 的 实数 co, ,an 使 得 
0 一 ao 十 al7mp 十 … 十 QnT Vv. 


以 这 些 a 为 系数 作 一 个 多 项 式 , 并 将 此 多 项 式 分 解 成 (参见 4.14) 


Qa0 十 QZ 十 … :十 QnZ” 
=c(7 Al):…(zC— Mm) (T+ Art+ i). (z+ am + Bu), 
其 中 c 是 非 零 实数 , 每 个 和 ;,，a;， 6B; 都 是 实 的 ,到 十 M > 1, 并 
且 上 式 对 所 有 ze 及 都 成 立 . 因此 , 我 们 有 
0 一 Qo0 十 Q177 十 … 十 Qnr 
一 (ao7 十 al 厂 十 :十 anTm)V 
一 c( 人 一 和 站 (人 一 XI 二 ai 十 D 门 … 
6 多 十 QwM7 十 BMT)Y, 
这 意味 着 至 少 有 一 个 ; 使 得 荆 一 和 ;I 不 是 单 的 或 者 (T? 十 ajT+ 
Bj7) 不 是 单 的 . 若 有 某 个 ; 使 得 工 - Xi 不 是 单 的 , 则 了 有 本 
征 值 , 因此 有 1 维 不 变 子 空间 . 现在 考虑 另 一 种 可 能 . 也 就 是 说 ， 
假设 有 某 个 ; 使 得 (T? + a;T + 6;7) 不 是 单 的 , 则 有 非 零 向 量 
wu EV 使 得 


这 里 m 或 MM 
都 有 可 能 等 于 
0. 
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Puw 通常 称 为 
到 U 上 的 带 零 
空间 W 的 投影 


(projection). 


5.25 Tu 十 Qjiu+ bu = 0. 


为 了 完成 证 明 , 往 证 span(w, Tw) 在 TT 下 是 不 变 的 , 它 显 然 是 1 
维 或 2 维 的 . 为 此 , 考虑 span(w, Tu) 中 的 一 个 典型 元 素 au + 
bu 其 中 wbe R, 则 由 5.25 可 得 


7T(au + bTu) = aTu 十 67 


= aTu - bajTw ~ bBiu. 


上 式 表 明 T(aw 十 bTwu) € span(w,T 于 是 ， span(w,Tu) 在 了 
下 是 不 变 的 . 加 


下 一 个 证 明 需 要 一 个 新 记号 . 设 U 和 W 都 是 V 的 子 空间 ， 
并 且 
V=U@W. 


每 个 向 量 ve V 都 可 以 唯一 地 写成 如 下 形式 
1 一 充 十 也 ， 
其 中 we U, we W. 通过 这 个 表示 , 定义 Pyw EeE L(V) 如 下 


Fuwow 一 WW. 


你 应 该 验证 ， Pywwv = v 当 且 仅 当 we U， 在 上 面 的 表示 中 ， 
把 UV 和 W 互 换 , 则 有 Pywwv = w， 因 此 , 对 每 个 ve V 都 
有 w= Puww 十 Pwvv， 你 应 该 验证 ， Pw = Pow; 进一步 ， 
range Puw = U, null Pow = W. 

我 们 已 经 见 过 R? 上 的 没有 本 征 值 的 算 子 . 下 面 的 定理 证 
明了 Rs 上 没有 这 样 的 例子 . 


5.26 定理 : 在 奇数 维 实 向 量 空间 上 , 每 个 算 子 都 有 本 征 值 


证 明 : 设 V 是 奇数 维 实 向 量 空间 .我 们 将 对 V 的 维 数 用 
归纳 法 ( 步 长 为 2) 来 证 明 V 上 算 子 都 有 本 征 值 . 首先 注意 , 大 
dimV = 1, 则 结论 显然 成 立 . 

现在 假设 dimV 是 大 于 1 的 奇数 , 并 假设 结论 对 dimV 一 2 
维 实 疝 量 空间 上 的 所 有 算 子 都 成 立 . 设 Te L(V), 则 需要 证 明 


和 有 本 征 值 . 倘若 如 此 , 则 证 明 结 束 . 否则 , 由 5.24 知 V 有 在 
下 不 变 的 2 维 子 空间 UV. 由 2.13 知 V 有 子 空间 W 使 得 


V=UE@W. 


因为 W 的 维 数 为 dimV 一 2, 所 以 我 们 想 对 Tlw 用 归纳 法 
假设 . 然而 , W 可 能 不 是 在 T 下 不 变 的 . 也 就 是 说 Tlw 可 能 不 
是 W 上 的 算 子 . 为 了 得 到 W 上 的 算 子 , 与 投影 Pu 复合 . 具 
体 地 , 定义 Se LA(W) 如 下 


Sw = Pwu (Tw), wEW. 


由 归纳 法 假设 , S$ 有 一 个 本 征 值 和 . 往 证 这 个 入 是 了 的 本 征 值 . 
设 w e W 是 5S 的 相应 于 本 征 值 和 的 非 零 本 征 向 量 ， 则 
(S 一 A7T)w = 0. 如 果 w 是 的 相应 于 本 征 值 和 的 本 征 向 量 , 则 
证 明 结 束 ; 可 惜 情况 未 必 如 此 . 因此 , 我 们 将 在 U + span(w) 中 
寻找 他 的 本 征 疝 量 . 为 此 , 考虑 U 十 span(w) 中 的 一 个 典型 加 
量 久 十 aw, 其 中 cv aeR, 则 有 


(T—AD(u+aw) =Tu— M+a(Tw — Mw) 


=Tu—AMut+a(lPow(Tw)+ Pwu(Tw)— Aw) 
=Tu— M+a(Prw(Tw)+ Sw 一 和 DO) 


=Twu— M+ aPow(Tw). 


注意 到 , 在 上 面 等 式 的 右 端 , Tw e UV (因为 也 在 了 下 是 不 变 的 )， 
Au EU (因为 weED0), 并 且 aPyw(Tw) EeU (由 Puw 的 定义 ). 
于 是 ,TT 一 和 把 Uspan(w) 上 映 到 UU 内 . 因为 U 十 span(w) 的 
维 数 比 U 的 维 数 大 , 所 以 (T 一 AT)|ujspantw) 不 是 单 的 (参见 
3.5)， 也 就 是 说 , 有 一 个 非 零 癌 量 we U + span(w) C Y 使 得 
(TT 一 AT)v = 0. 于 是 , T 有 本 征 值 . 图 
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. 设 Te L(V). 证 明 : 车 V 的 子 空间 ,… ,Um 在 工 下 都 
. 设 Te L(V). 证 明 V 的 任意 一 族 在 了 下 不 变 的 子 空间 的 
. 证 明 或 举 反例 : 若 Y 的 子 空间 U 在 V 的 每 个 算 子 下 者 是 
. 设 5,T € L(V) 使 得 ST = TS， 证 明 : 对 每 个 入 eR 


. 定义 TeL(F?) 如 下 


. 定义 Te CE3) 如 下 


. 设 n 是 正 整 数 , 并 设 Te L(F") 定义 如 下 


. 求 如 下 定义 的 后 向 移 位 算 子 Te LZ(F™%) 的 所 有 本 征 值 和 本 


. 设 TEe L(V), 并 设 dimrangeT = 二. 证 明了 最 多 有 大 十 1 


习 是 


是 不 变 的 , 则 页 + .… + Us 在 工 下 也 是 不 变 的 ， 


交 也 是 在 7 下 不 变 的 . 


不 变 的 , 则 辟 = {0} 或 了 = 


null(T 一 XT) 在 5S 下 都 是 不 变 的 . 


71(W 2)} 三 (加 和 贡 


求 工 的 所 有 本 征 值 和 本 征 问 量 . 


T(z1, 22) Z3) = 人 0, 5z3). 


求 工 的 所 有 本 征 值 和 本 征 问 量 . 


T (D1 mn) = (i 


也 就 是 说 , 算 子 T (关于 标准 基 ) 的 矩阵 的 元 素 全 是 1. 求 工 
的 所 有 本 征 值 和 本 征 向 量 . 


征 癌 量 ， 


T(z1, 22, 23,.** ) = (22, 23,."* ). 


个 互 不 相同 的 本 征 值 . 


设 Te L(V) 可 道 , 并 设 入 e F\{0}. 证 明和 是 TT 的 本 征 值 
当 且 仅 当 闵 是 7T-! 的 本 征 值 . 
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上 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 
z 20. 
21. 
22: 


23. 


24. 


设 5S,TE L(V). 证 明 ST 和 了 TS 有 相同 的 本 征 值 . 
设 TEeL(V), 并 且 V 中 每 个 阿 量 都 是 了 的 本 征 癌 量 . 证 明 
T 是 恒 等 算 子 的 标量 倍 . 
设 TeL(V), 并 且 V 的 每 个 dimV 一 1 维 子 空间 在 7 下 都 
是 不 变 的 . 证 明 7 是 恒 等 算 子 的 标量 倍 . 
设 STE L(V), 并 且 5S 是 可 逆 的 . 证 明 : 若 peP(E) 是 多 
项 式 , 则 

p(STS-1) = Sp(T)3 一 . 


设 了 =C,TeCVv pePCl aescC. 证 明 o 是 pz(T) 的 


本 征 值 当 且 仅 当 对 于 了 的 某 个 本 征 值 入 有 ao = p(A). 

证 明 前 一 个 习题 的 结果 对 于 及 不 成 立 . 

设 了 是 复 向 量 空间 , 并 设 Te L(V)， 证明: 对 每 个 j = 
1,… ,dimV, T 都 有 一 个 ; 维 的 不 变 子 空间 . 

给 出 一 个 可 逆 算 子 , 使 得 该 算 子 关于 某 个 基 的 矩阵 的 对 角 
线 上 只 有 0. 

给 出 一 个 不 可 道 算 子 , 使 得 该 算 子 关于 某 个 基 的 矩阵 的 对 
角 线 上 的 数 都 非 零 . : 

设 Te L(V) 有 dimV 个 互 不 相同 的 本 征 值 , 并 设 Se 
L(V) 和 工 有 相同 的 本 征 疝 量 (相应 的 本 征 值 不 必 相 同 ). 证 
明 ST = TS. 

设 Pe L(V), 并 且 P2 = P. 证 明 V = nullP@rangeP. 


设 V=U@W, 其 中 UU 和 W 都 是 V 的 非 零 子 空间 . 求 
Pyw 的 所 有 本 征 值 和 本 征 癌 量 . 


给 出 一 个 没有 ( 实 ) 本 征 值 的 算 子 Te LA(R)， 


设 V 是 实 向 量 空 间 , 并 设 Te L(V) 没有 本 征 值 . 证 明 V 
的 每 个 在 了 下 不 变 的 子 空间 的 维 数 都 是 偶数 . 


这 两 个 习题 表 
明 , 去掉 上 三 角 
矩阵 的 假设 ， 
5.16 就 不 成 立 
了 . 


第 6 章 内 积 空 旧 


”我们 在 定义 网 量 空间 时 推广 了 R2 和 R3 的 线性 结构 (加 法 
“和 标量 乘法 ), 而 忽略 了 其 他 的 重要 特征 , 例如 长 度 和 和 角度 的 概 
念 , 这 些 思想 缠 含 于 我 们 现在 要 研究 的 内 积 的 概念 


F 表示 RR 或 C. | 
V 是 下 上 的 有 限 维 非 零 向 量 空 


间 . 
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如 果 我 们 把 向 
量 看 作 点 ， 而 


不 是 箭头 , 那么 
zl 应 该 解释 
成 从 点 也 到 原 
点 的 距离 . 


” 量 看 作 始 于 原点 的 第 头 . R? 或 R3 中 向 量 > 的 长 度 称 为 z 的 


86.1 内 积 
为 了 说 明 引 入 内 积 概念 的 动机 , 我 们 把 R2 和 RS 中 的 向 


汇 数 (norm), 记 为 zl 因此 对 z = (zx1,72) < R2. 有 |izj| = 
V24 十 2Z2， 见 图 6-1， 


(2 Z) 


4 
| 和 7 轴 


图 6-1 问 量 z 的 长 度 为 Vz1 十 Z2 


类 似 地 , 对 z = (zi,zo,za) E R3, 有 zl = Vx? 十 X22 十 X53. 时 
然 我 们 不 能 画 出 高 维 的 图 形 , 但 是 范 数 在 R* 上 的 推广 是 显然 
的 : 定义 z= (zx1,… ,Xn) E Rn 的 范 数 为 


lzll= V 于 + 二 如 


范 数 在 R" 上 不 是 线性 的 . 为 了 把 线性 引入 讨论 , 我 们 来 介 
绍 点 积 . 对 于 z,y es Rn", z 和 wy 的 点 积 (dot product) 记 为 
Z .2, 定义 为 
TY= TY Tnyn, 


其 中 zz = (zx1,… ,zn), yy = (wy1,:… ,yn). 注意 , R" 中 两 个 向 量 
的 点 积 是 一 个 数 , 而 不 是 一 个 向 量 ， 显 然 对 所 有 x e R" 都 有 
zZ:Z=|z|?. 特别 地 , 对 所 有 x se R" 都 有 xz .zx > 0, 其 中 等 号 
成 立 当 且 仅 当 z = 0. 如 果 取 定 yeR", 则 zeR" 到 xz.y 的 
对 应 是 从 R" 到 R 的 映射 , 这 个 映射 显然 是 线性 的 . 此 外 , 对 所 
有 xz,yeR"* 都 有 zw:y=y:x. 


内 积 是 点 积 的 推广 . 现在 你 可 能 会 猜 到 , 内 积 是 通过 抽象 上 
一 段 所 讨论 的 挟 积 的 性 质 来 定义 的 . 这 个 猜测 对 实 癌 量 空间 是 
正确 的 . 但 为 了 使 定义 对 实 癌 量 空 间 和 复 向 量 空间 都 可 用 , 在 给 


.。 出 定义 之 前 , 我 们 需要 考察 复数 的 情形 


回想 一 下 , 大 入 = a+ 其 中 a,be R, 那么 和 的 绝对 值 定 
义 为 


和 = Va2 + 
和 的 复 共 轿 定 义 为 
A=a—, 
并 且 等 式 
A = A 和 AA 


建立 了 这 两 个 概念 之 间 的 联系 (绝对 值 和 复 共 轿 的 定义 和 基本 
性 质 参见 069 页 ). 对 之 一 (21， ee sa < QO", 定义 之 的 范 数 为 


lz = Va + + |znl>. 
因为 我 们 希望 |z|| 是 非 负 数 , 所 以 上 式 中 的 绝对 值 是 必要 的 . 注 


意 到 


| z| 一 2121 十 十 Zn,Zn. 


我 们 想 把 ||z||? 看 作 z 与 自身 的 内 积 , 斌 像 在 R"” 中 一 样 . 
因此 , 上 面 的 等 式 提示 我 们 , w = (wi,… ,wn) ecn 与 z 的 内 
积 应 该 等 于 


(Bh WD ee a ni 


要 是 互 换 w 和 z 的 角色 , 上 面 的 表达 式 就 要 用 它 的 复 共 圈 来 代 
蔡 . 也 就 是 说 , w 和 z 的 内 积 应 该 等 于 z 和 w 的 内 积 的 复 共 斩 . 
有 了 这 样 的 动机 , 我 们 现在 就 可 以 定义 V 上 的 内 积 了 , 这 里 V 
可 以 是 实 癌 量 空间 或 者 复 向 量 空间 . 

V 上 的 内 积 (inner product) 就 是 一 个 函数 , 它 把 V 中 元 
素 的 每 个 有 序 对 (w,v) 都 映 成 一 个 数 (w,v) e F, 并 且 其 有 下 列 
性 质 : 
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正 性 (positivity) 
如 果 z 是 复数 ， 对 所 有 wv eV 都 有 (v,v) > 0; 
那么 zz 之 0 的 


hy bd 
» ”定性 (definiteness 
意思 是 z 是 实 ( ) 


数 并 且 是 非 负 (v,v) 二 0 当 且 仅 当 w= 0; 
全 第 一 个 位 置 的 加 性 (additivity in first slot ) 


对 所 有 U,V,UW E VW 都 有 《7 十 ,10) a (WwW, WwW) 3 (V, WW); 


第 一 个 位 置 的 齐 性 (homogeneity in first slot) 

对 所 有 a € F, v,w eV 都 有 (au,uw) = a(w tw); 
共 思 对 称 性 (conjugate symmetry) / 

对 所 有 ww eV 都 有 (u,w) = (w,v). 

回想 一 下 , 每 个 实数 都 等 于 它 的 复 共 斩 . 因此 在 处 理 实 向 量 
空间 时 , 可 以 忽略 上 面 最 后 一 个 条 件 中 的 复 共 白 ,而 直接 说 : 对 
所 有 wv,w eV 都 有 (wp) = (1w,v). 


内 积 空 间 (inner-product space) 是 和 高 有 内 积 时 问 量 空间 


V. 
内 积 空间 最 重要 的 例子 是 F*. 你 应 该 验证 , 可 以 如 下 定义 
如 果 我 们 处 理 。”F" 上 的 内 积 
的 是 Rm", 而 不 
“是 C", 那 么 也 6.1 AGO1 Wn), (21 En)) = WIZI + 二 WnzZn, 
可 以 忽略 复 共 
斩 . 称 之 为 F"” 上 的 欧 几 里 得 内 积 (Euclidean inner product), 正 
是 它 为 内 积 的 定义 提供 了 动机 . 在 说 F" 是 内 积 空间 时 , 除非 特 
别 指明 , 总 假设 采用 的 是 欧 几 里 得 内 积 . 
FE"” 上 除了 欧 几 里 得 内 积 之 外 还 有 其 他 的 内 积 . 例如 , 者 cl， 
… ,Cn 是 正 数 , 那么 你 应 该 验证 , 可 以 如 下 定义 FE" 上 的 内 积 


1 


当然 , 如 果 所 有 的 c 都 等 于 1, 则 得 到 欧 几 里 得 内 积 . 

再 看 内 积 空间 的 另 一 个 例子 , 考虑 由 系数 在 FF 中 次 数 不 超 
过 m 的 所 有 多 项 式 组 成 的 癌 量 空间 Pi (F). 你 应 该 验证 , 可 以 
定义 Ph,(F) 上 的 内 积 如 下 
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6.2 (p,q) = | p(zZ)qg(z)dz. 
车 = R, 则 不 需要 复 共 斩 . 
我 们 约定 , 在 本 章 的 其 余部 分 ， | 
|_V 是 上 的 有 限 维 内 积 空间 ， 
在 内 积 的 定义 中 , 第 一 个 位 置 的 加 性 和 齐 性 这 两 个 条 件 可 
以 合并 成 为 对 第 一 个 位 置 的 线性 要 求 . 更 确切 地 说 , 对 每 个 固定 


的 weEV, 把 wv 映 成 (v,w) 的 函数 是 V 到 的 线性 映射 . 因 
为 每 个 线性 映射 都 把 0 映 成 0, 所 以 一 定 有 


(0,w) =0, weEeTV. 
因此 (由 共 辊 对 称 性 ) 又 有 
(w,0) =0, weET. 


在 内 积 空 间 中 , 像 第 一 个 位 置 一 样 , 第 二 个 位 置 也 具有 加 性 . 


证 明 : 
(wv + Ww) = (V+ wu) 
re 
=(v,U) + (w, u) 
和 = (U,V) + (u, 1w); 


在 内 积 空间 中 , 第 二 个 位 置 具有 共 斩 齐 性 , 即 对 所 有 的 标量 
a EF 都 有 (wu,av) = a(u,v). 证 明 : 


(wav) =(av, 
: =ato 

=a0o 
E -au 


这 里 ceF, wu,v eV. 注意 , 在 实 向 量 空间 中 , 共 斩 齐 性 与 齐 性 
是 相同 的 . 


102 第 6 章 内 积 空 间 


86.2 范 数 
对 于 ve V, wv 的 范 数 , 记 为 oll, 定义 为 
lo = Vv, v0). 
例如 , 若 (21,… ,z) < Fa ( 取 欧 几 里 得 内 积 ), 那么 
[OR Nr 
再 看 另 一 个 例子 , 如 果 p e Ps(F) ( 取 6.2 所 给 出 的 内 积 ) 那么 


jal Y / | lp(z)|2dz、 


注意 到 lu|| = 0 当 且 仅 当 w = 0 (因为 (o wy = 0 当 且 仅 当 
v = 0). 范 数 的 另 一 个 简单 性 质 是 , 对 所 有 a e F,v eV 都 有 
lav|| = lalllol. 证 明 如 下 : 


lav|l? = (av, av 


) 
=a(v, av) 
=aa(v,v) 


eol 


现在 取 平 方 根 即 得 要 证 的 等 式 . 这 个 证 明 阐 明了 一 个 普遍 原理 : 
处 理 范 数 的 平方 通常 比 直 接 处 理 范 数 容易 . 
对 于 两 个 向 量 wu < V, 如 果 (wo) = 0, 则 称 和， 
有 些 数学 家 采 “是正 交 的 (orthogonal). 注意 , 向 量 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 , 因为 
用 答 直 (per-  (w,wv) =0 当 且 仅 当 (wu) = 0. 有 时 候 我 们 说 正 交 于 wv, 而 不 
pendicular) 说 wu 和 ~ 是正 交 的. 显然 0 正 交 于 每 个 向 量 . 进一步 , 0 是 唯 
这 样 的 术语 , 意 ”一 正 交 于 自身 的 向 量 


思 与 正 交 相同 . 下 一 个 定理 是 对 于 Y = R2 的 特殊 情况 , 它 已 经 有 3000 多 
正 交 一 词 来 源 ”年 历史 了 . 
于 希腊 语 or- 


thogonios， 意 96.3 勾 股 定理 (也 称 毕 达 哥 拉 斯 定理 (Pythagorean Theorem ) ): 
思 是 直角 的 . 如 果 Wu 是 V 中 的 正 交 向 量 , 那么 


6.4 [w+ vol? = hl? + ol?. 
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人 义 股 定理 的 证 
ut+voll? = (w+ vw,w tv) 人 成 

=|ul? + vl? + (u,v0) + 立 当 且 仅 当 六 

王位 十 el 2/ 十 (utU) = 0， 

Rp 2Re (u,v) = 
DR 四 ”0， 因 此 勾 股 定 
ee 理 的 着 命题 在 

-= ， 设 wveV. 我 们 想 把 v 写成 v 的 标量 倍加 上 一 个 正 交 于 。 实 内 积 空 间 申 
v 的 向 量 , 如 图 6-2 所 示 . 人 


0 


图 6-2” 正 交 分 解 


为 了 揭示 如 何 将 w 写成 v 的 标量 倍加 上 一 个 正 交 于 wv 的 问 量 ， 
令 aeRE 表 示 一 个 标量 , 则 


E U= av + (uv — av). 
于 一 因此 需要 选取 a 使 得 v 正 交 于 (w - av). 也 就 是 说 , 我 们 想 要 
0= (ww — av,v) = (u,v)— allvl|l*. 


上 面 的 等 式 表明 a 应 取 成 (u,v) /lvl|? (为 了 避免 分 母 为 0, 假设 
2 天 0), 从 而 


6.5 Cl 


lv je 站 


。 你 应 该 验证 , 车 v 冯 0, 则 上 式 就 把 v 写成 了 wv 的 标量 倍加 上 一 
个 正 交 于 v 的 同 量 . 
下 一 个 定理 的 证 明 要 用 到 等 式 6.5, 这 个 定理 是 数学 中 最 重 
要 的 不 等 式 之 一 . 
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1821 年 ,法 国 数 
学 家 柯 西 (Au- 
gustin - Louis 
Cauchy) 证 明 
了 这 个 不 等 式 
对 6.1 定义 的 
内 积 成 立 . 1886 
年 ， 德国 数学 
家 施 瓦 英 (Her- 
man Schwarz) 
证 明了 这 个 不 
等 式 对 6.2 定 


6.6 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 (Cauchy-Schwarz Tnequality): 基 
u,v EV， 则 


6.7 u,v)| < alllivl, 
而 且 其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 U,V 之 一 是 另 一 个 的 标量 倍 . 


证 明 : 设 wv eV. 车 =0 则 6.7 的 两 端 都 等 于 0, 不 等 
式 成 立 . 因此 可 以 假设 v 关 0. 考虑 正 交 分 解 


地 
EE 


其 中 w 正 交 于 w (这 里 w 等 于 6.5 右 端的 第 二 项 ). 由 勾 股 定理 ， 


v 十 


|(w, 9) 


-Top + il 


lull* = 


也 | 
6.8 > 


不 等 式 两 端 都 乘 以 |Iv||?, 再 取 平 方 根 即 得 柯 西 - 施 瓦 泌 不 等 式 
OE 

从 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 的 证 明 可 以 看 出 6.7 是 等 式 当 且 仅 当 
6.3 是 等 式 . 显然 , 这 一 条 件 成 立 当 利 仅 当 w=0. 而 w=0 当 
日 仅 当 w 是 wv 的 标量 倍 (参见 6.5). 因此 , 柯 西 - 施 瓦 沈 不 等 式 
是 等 式 当 日 仅 当 w 是 wv 的 标量 倍 或 v 是 w 的 标量 倍 (或 者 二 
者 都 成 立 ; 这 样 措辞 是 为 了 涵盖 4 或 v 等 于 0 的 情况 ). 国 


下 一 个 结果 称 为 三 角 不 等 式 , 因为 它 的 几何 解释 为 : 三 角形 
中 任意 一 边 的 长 度 小 于 为 外 两 边 的 长 度 之 和 . 


也 


图 6-3 三角 不 等 式 
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6.9 三 角 不 等 式 (Triangle Inequality): 若 u,v EV, 则 三 角 不 等 式 可 
以 用 来 证 明 , 两 
6.10 w+ vl < lwll + lvl, 点 之 间 的 最 短 
而 且 其 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 t,wv 之 一 是 另 一 个 的 非 负 标量 倍 . 
证 了 明 : 设 U,V EV, 则 
lw ++ vl = (Uv,u t+) 
SS (u, 2) 十 〈《D) 了) 十 (u, v) 四 (v, uu) 
= (U, 4) 十 \U DO) + (wu, 0) + (LU, v) 


=|lull? + lvl + 2Re(u, ») 


6.11 < lvl + lvl + 2 0)| 


2 


< ul + lvl + 2lwlllol 


6.12 = (ull + lw)’”, 


其 中 6.12 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 (6.6) 得 到 . 上 面 不 等 式 两 端 取 
平方 根 即 得 三 角 不 等 式 6.10. 
上 面 的 证 明 表 明 , 三 角 不 等 式 6.10 是 等 式 当 日 仅 当 6.11 和 
6.12 都 是 等 式 . 因此 , 三 角 不 等 式 6.10 是 等 式 当 且 仅 当 


6.13 (wu, 2) = lullllvll. 


-| 你 应 该 验证 , 如果 w,wv 之 一 是 另 一 个 的 非 负 标量 倍 , 那么 6.13 
各 成 立 . 反之 , 设 6.13 成 立 , 则 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 (6.6) 等 号 成 
立 的 条 件 可 知 , wu 之 一 必定 是 另 一 个 的 标量 倍 , 再 由 6.13 知 这 

个 标量 显然 是 非 负 的 . 图 


下 一 个 结果 称 为 平行 四 边 形 等 式 , 因为 它 的 几何 解释 为 : 在 
任意 平行 四 边 形 中 , 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 条 边 长 度 的 平 
方 和 . 


be Ga be i 全 和 
i 让 
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图 6-4 平行 四 这 形 等 式 


6.14 平行 四 边 形 等 式 (Parajlelogram Equality): 若 u,veV， 
则 


lu +o + le -vl = 2 + lvl). 
证 阴 : 设 u,v eV, 则 


a+ vo) + ol = v0) 二 vu) 
=|lull? + vl + (0 0) 十 (oa 
tell + vl ~ (w,v) ~ (vb, v) 
=20ull + jw)l’), 
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如 果 一 个 向 量 组 中 的 向 量 两 两 正 交 , 并 且 每 个 向 量 的 范 数 
都 为 1, 则 称 这 个 向 量 组 是 规范 正 交 的 (orthonormal). 也 就 是 
说 , Y 中 向 量 组 (ei1,:… ,em) 是 规范 正 交 的 当 且 仅 当 (ej,ex) 在 
j 关 上 时 等 于 0, 而 在 j= 时 等 于 1 (j,k=1,…,m). 例如 , 
中 的 标准 基 是 规范 正 交 的 . 下 一 个 命题 表明 规范 正 交 组 是 很 容 
易 处 理 的 . 


Gb 命题 : 如 果 V 中 向 量 组 (el 全 和 是 规范 正 交 的 ， 那么 
| ee Rs 


其 中 加 


证 明 : 因为 每 个 ej 的 范 数 都 为 1, 通过 反复 使 用 勾 股 定理 
(6.3) 容易 得 证 . 加 
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现在 我 们 有 如 下 简单 而 重要 的 推论 . 


”6.16 推论 : 每 个 规范 正 交 向 量 组 都 是 线性 无 关 的 . 


证 明 : 假设 V 中 向 量 组 (ei,.… ,em) 是 规范 正 交 的 , 并 且 
Ql ) Um F 使 得 


Q1el 十 …: 二 amem = 三 0. 
那么 [ai| a lam| =s (由 6.15 )， 即 所 有 的 Qi 都 是 0. 图 


V 的 规范 正 交 基 (orthonormal basis) 是 V 中 的 一 个 规 
范 正 交 向 量 组 构成 的 基 . 例如 , 标准 基 是 F”* 的 规范 正 交 基 . V 
中 每 个 长 度 为 dimV 的 规范 正 交 向 量 组 自然 是 V 的 规范 正 交 
基 (证 明 : 由 推论 6.16, 任何 这 样 的 组 都 一 定 是 线性 无 关 的 ; 又 
因为 它 具 有 适当 的 长 度 , 所 以 一 定 是 基 参见 2.17). 为 了 阐 
明 这 一 原理 , 考虑 R“ 中 的 四 个 向 量 构成 的 向 量 组 : 


oe 
六 A ) DY 2 9 ) 9 人 2 2) ) 


1 1 二 
(~ 2 2 ) 
容易 证 明 这 个 组 是 规范 正 交 的 (证 明 它 !); 又 因为 这 个 组 含有 四 
个 问 量 , 所 以 它 一 定 是 规范 正 交 基 . 
: 一 般 来 说 , 给 定 V 的 基 (e1,… ,en) 和 癌 量 ve V, 必 有 标 
量 al, … ,an 使 得 


VD 三 Q1el 十 十 Qnen， 
但 要 找 出 这 些 oj 可 能 很 困难 . 然而 , 下 一 个 定理 表明 这 对 于 规 
范 正 交 基 却 很 容易 . 
6.17 定理 : 设 (e1,.… ,en) 是 V 的 规范 正 交 基 , 则 对 每 个 vEV， 
都 有 
6.18 v= (V,e1)el 二 .二 (vV, en)en 
而 且 


6.19 vl = |(v, end) + + 1(v, en)|. 


规范 正 交 基 的 
重要 性 主要 源 
于 这 个 定理 . 
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证 明 : 设 ve V. 因为 (ei,… ,en) 是 V 的 基 , 所 以 存在 标 


后 |. 0 三 | 
量 a;,.… .an 使 得 
和 一 - (1C1 十 Re 十 Cn En. 


等 式 两 端 都 与 Ci 做 内 积 可 得 (WB fy 因此 0.18 成 并 . 由 


.18 和 8.15 显然 司 得 6.19. | 


既然 我 们 理解 了 规范 正 交 基 的 作用 , 那么 怎么 找到 它们 呢 ? 
例如 , 对 于 由 区 间 [0,1] 上 的 定 积分 所 定义 的 内 积 (参见 62)， 生 
Pm(F) 有 正 交 基 吗 ?我 们 即将 看 到 , 下 一 个 结果 将 会 给 出 这 些 玫 
问题 的 答案 . 下 面 证明 中 所 用 到 的 算法 称 为 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 | 
丹麦 数学 家 格 (Gram-Schmidt procedure). 它 所 给 出 的 方法 , 可 以 把 一 个 线 
拉 姆 ” (Jorgen 人 性 无 关 组 转化 成 与 原来 的 组 有 相同 张 成 的 规范 正 交 组 . 
Gram, 1850— 
1916) 和 德国 ”6.20 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 (Gram-Schmidt procedure): 如 果 
数学 家 施 密 特 ”人 v1 ?4) 是 WV 中 的 线性 无 关 向 量 组 , 则 VY 有 规范 正 交 向 量 
(Erhard Schmi- 组 (el1,… ,em) 使 得 
dt, 1876—1959) 
把 这 一 算法 推 6.21 span(v1,… ,Vj) 二 Span(el,.… ,e;)), j= 1,..,m. 
广 开 来 , 用 以 构 
造 规范 正 交 基 . 证 明 : 假设 (v1,.… ,vm) 是 V 中 的 线性 无 关 问 量 组 . 要 构 
造 这 些 e, 首先 令 el = vi/lloil. 它 满足 j = 1 时 的 6.21. 我 们 
将 如 下 归纳 地 选取 es,... ,e,,. 假设 ; > 1, 并 且 已 经 选取 了 规 


范 正 区 组 (el， 全 帮 动 ) 使 得 


6.22 span(v1,.:. ,Vj;_1) = span(ei,:.. ,ej;_1). 
~ 
Cn RL fn hh 
人 
| 


注意 到 v0) ¢ span (v1, a 的 (因为 (v1. 本 ya) 是 线性 无 关 
的 )， 则 vj ¢ span(e1,.… 2 因此 上 式 中 的 分 母 不 为 0， 下 是 
ej 定义 合理 . 用 一 个 癌 量 除 以 它 的 范 数 就 得 到 一 个 范 数 为 1 的 
新 问 量 ; 因此 llej|| = 1 


| (vj, el)el i (Ve ej ox) 
(UA = 


因此 (e1,… ,ej) 是 规范 正 交 组 . 
| 由 6.23 得 wj € span(e1,… ,ej). 再 结合 6.22 得 


7 、 、 
span(v1,... ,v0;) C span(e1,... ,ej). 


上 面 的 这 两 个 组 都 是 线性 无 关 的 (这些 v 的 无 关 性 是 根据 假设 
得 到 的 , 这 些 e 的 无 关 性 是 由 规范 正 交 性 和 6.16 得 到 的 ). 因此 
上 面 两 个 子 空间 的 维 数 都 为 ;, 从 而 一 定 相等 . 图 


现在 我 们 可 以 解决 规范 正 交 基 的 存在 性 问题 . 
6.24 推论 : 每 个 有 限 维 内 积 空 间 都 有 规范 正 交 基 . 


证 阴 : 取 的 一 个 基 . 对 它 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 (6.20)， 
则 得 到 一 个 规范 正 交 组 . 这 个 规范 正 交 组 是 线性 无 关 的 (由 6.16) 
并 且 它 的 张 成 等 于 V, 因此 是 V 的 规范 正 交 基 . 图 


有 时候 我 们 必须 知道 , 不 仅 规 范 正 交 基 是 存在 的 , 而 且 任何 
规范 正 交 组 都 可 以 扩充 成 规范 正 交 基 . 在 下 一 个 推论 中 ,格拉 
姆 - 施 密 特 过 程 表明 这 种 扩充 总 是 可 能 的 . 


6.25 推论 : V 中 每 个 规范 正 交 向 量 组 都 可 以 扩充 成 V 的 规范 
正 交 基 . 


证 明 : 设 (el,… ,em) 是 V 中 的 规范 正 交 癌 量 组 , 则 (ej， 
…. ,em) 是 线性 无 关 的 (由 6.16), 从 而 可 以 扩充 成 V 的 基 (ei， 
EmV1,… ,Vn) (参见 2.12). 现在 对 (el ,em, ul ,vn) 


86.3 规范 正 交 基 


在 这 个 推论 之 
前 我 们 对 内 积 
空间 的 讨论 都 
不 需要 标准 假 
设 :V 是 有 限 维 
的 . 
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应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 (6.20), 得 到 规范 正 交 组 
6.26 (el em 了 ): 


这 里 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 保持 前 m 个 向 量 不 变 , 因为 它们 已 经 是 于 
规范 正 交 的 . 显然 6.26 是 Y 的 规范 正 交 基 , 因为 它 是 线性 无 关 重 
的 (由 6.16) 并 是 它 的 张 成 等 于 V. 所 以 我 们 已 经 将 (el ,en,) 
扩充 成 了 V 的 规范 正 交 基 . 中 


回想 一 下 , 如 果 一 个 矩阵 对 角 线 下 方 的 所 有 元 素 都 等 于 0， 
则 称 这 个 矩阵 是 上 三 角 的 . 也 就 是 说 , 一 个 上 三 角 和 矩阵 形 如 : 


在 上 一 章 我 们 证 明了 . 如 果 V 是 复 向 量 空间 , 那么 对 Y 上 的 每 
个 算 子 都 存在 一 个 基 使 得 该 算 子 关 于 此 基 上 共有 上 三 角 和 矩阵 ( 参 

” 见 5.13). 既然 现在 讨论 的 是 内 积 空 间 , 我 们 想 知道 何 时 存在 规 
范 正 交 基 使 得 算 子 关于 此 基 有 上 三 角 和 矩阵 . 下 一 个 推论 表明 , 能 
使 得 工 具有 上 三 角 矩 阵 的 基 的 存在 性 列 含 着 具有 同样 性 质 的 规 
范 正 交 基 的 存在 性 . 这 一 结果 在 实 向 量 空 间 和 复 向 量 空间 上 都 
成 立 (但 在 实 癌 量 空间 上 , 这 个 假设 只 对 某 些 算 子 成 立 )， 


6.27 推论 : 假设 TE L(V). 如 果 工 关于 VV 的 菜 个 基 具 有 上 三 
角 和 矩阵 , 那么 了 关于 VV 的 某 个 规范 正 交 基 也 具有 上 三 角 矩 阵 . 


证 明 : 设 T 了 关于 V 的 基 (v1,:… ,vn) 具有 上 三 角 和 矩阵 那 
么 对 每 个 j= 1,.… ,n, 都 有 span(v1,…: ,vj) 在 7 了 下 是 不 变 的 
(参见 5.12). 


对 (v1,… ,vn) 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 , 得 到 了 Y 的 规范 
正 交 基 (ei1,.… ,en). 因为 对 每 个 7 都 有 


Span(el， jE ) 一 span(vi, Ee ,D7) 


(参见 6.21), 所 以 , 对 每 个 j= 1,.… ,Nn, Span(e1,… ,ej) 在 TT 下 


是 不 变 的 . 因此 , 由 5.12, T 关于 规范 正 交 基 (el,. … ,en) 具 
有 上 三 角 和 矩阵 . 力 


下 一 个 结 条 是 上 一 个 推论 的 重要 应 用 ， 


6.28 推论 : 设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 T < LV), 则 人 关于 了 
-的 某 个 规范 正 交 基 具 有 上 三 角 甜 阵 . 


证 阴 : 由 5.13 和 6.27 立即 可 得 . 


86.4 ” 正 交 投影 与 极 小 化 问题 


| a 如 果 U 是 V 的 子 集 , 那么 U 的 正 交 补 (orthogonal com- 
EE, plement), 记 为 U+, 是 由 中 与 U 的 每 个 同 量 都 正 交 的 那些 
向 量 组 成 的 集合 : 


[={syiltouy 一 0uweErTT. 


你 应 该 验证 , U+ 总 是 V 的 子 空间 , V+ = {0}, 并 且 {0}+ = 
注意 到 , 若 mc Uo, 则 UD Uz. 

回想 一 下 , 如 果 ,Us 都 是 V 的 子 空 间 , 并 且 V 中 每 个 元 
素 都 可 以 唯一 地 写成 0 中 的 一 个 向 量 与 Vs 中 的 一 个 向 量 的 
和 , 那么 V 是 和 Us 的 直 和 ( 记 为 V = Ue@UV). 下 一 个 定 
理 表 明 , 由 内 积 空间 的 每 个 子 空间 都 可 以 得 到 整个 空间 的 一 个 
自然 的 直 和 分 解 . 


6.29 定理 : 如 果 U 是 V 的 子 空间 , 那么 
V=U@U-.. 
证 明 : 设 U 是 V 的 子 空间 . 首先 证 明 
6.30 V=U+U-. 


为 此 , 设 we V, 并 且 (el,… ,em) 为 U 的 一 个 规范 正 交 基 . 显 
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这 个 结果 有 时 
称 为 舒 尔 定理 . 
德国 数学 家 嫩 
尔 (Tssai Schur) 
在 1909 年 发 表 
了 这 个 结果 的 
第 一 个 证 明 . 
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5 
ja 


6.31 
v= (U, el)el 十 :十 (oem)em 十 7 一 (eli)yel 一 …: 一 (em)en 
Netarr ee oo Ne fp es/ 
YL 人 UL? 


显然 we VU. 因为 (e1,.… ,en ) 是 一 个 规范 正 交 组 , 所 以 对 每 个 
j 都 有 


(Ww, €j) 一 《De 人 《De7 1 
0 
因此 , w 正 交 于 span(e1,… ,em) 中 的 每 个 向 量 . 即 w € Ut. 
于 是 v= 十 w, 其 中 we U，w EU+, 这 就 证 明了 6.30. 
车 ve UNnU+t, 则 w (包含 于 U) 正 交 于 7 中 每 个 向 量 (其 
中 包括 vw 本 身 ), 从 而 (vw,wv) = 0, 即 v = 0. 因此 


6.32 UNU- = {0}. 
由 6.30 和 6.32 可 得 站 = 万 四 UL (参见 1.9). 册 


下 一 个 推论 是 定理 6.29 的 重要 结果 . 
6.33 推论 : 如 果 U 是 V 的 子 空间 , 那么 
OE 
证 明 : 设 U 是 V 的 子 空 间 . 首先 证 明 
6.34 ul 0 


为 此 , 设 ue U, 则 对 每 个 ve Ut 都 有 (w,v) =0 (根据 U+ 的 
定义 ). 因为 u 正 交 于 U+ 中 的 每 个 向 量 , 所 以 we (U+)+, 这 就 
证 明了 6.34. 

要 证 明 为 一 个 方 癌 的 包含 关系 , 设 we (U+)+. 由 6.29 可 
得 v= 十 ww, 其 中 weEUV，wEU+t. 从 而 vv 一 w= weEU+t. 因 
为 ve (Ut+)+, 并 和 且 we (Ut+)+ (由 6.34), 所 以 wv -we(U+)+. 
因此 v 一 we Ut+ Nn (V+)+， 由 此 知 v 一 wv 正 交 于 自身 ， 从 而 
v 一 4 二 0, 即 v=w, 于 是 veU. 因此 (+ cU, 再 结合 6.34 
就 完成 了 证 明 . 加 


设 U 是 V 的 子 空间 . 6.29 所 给 出 的 分 解 V=U@U+ 表 
, 每 个 向 量 ve V 都 可 以 唯一 地 写成 


v= 二 ww， 


其 中 ueE UV，w EL. 利用 此 分 解 来 定义 了 上 的 算 子 Py, 称 为 
TY 到 六 上 上 的 正 交 投影 (orthogonal projection): 对 ww&V. 定 
. 义 Pyv 为 上 面 分 解 中 的 向 量 wu. 采用 所 引进 的 记号 则 有 Zr = 
Pr 六 你 应 该 验证 , Py s C(V), 并 且 具 有 以 下 性 质 : 

e range Pr = U; 

e null Pr = UL+:; 

。 对 每 个 veV 都 有 v 一 Pv EU 

。 Py” = Py; 

。 对 每 个 ve V 都 有 Powvl| < lo 
一 进一步 , 由 6.29 的 证 明 中 所 使 用 的 分 解 6.31 可 知 ,如果 
要 (e1,… ,em) 是 U 的 规范 正 交 基 , 那么 对 每 个 we V 都 有 


6.35 Puv = (v,e1)el + {VV, em)em. 


经 常会 遇 到 这 样 的 问题 : 给 定 V 的 子 空间 U 和 点 ve V, 求 
点 we U 使 得 lo 一 ul 最 小 . 下 一 个 命题 表明 , 通过 取 w= Pyw 
就 可 以 解决 这 个 极 小 化 问题 . 


6.36 命题 : 设 U 是 V 的 子 空间 , 并 且 w EV, 则 
局 一 有 四 和 ll 一直 wed. 


进一步 , 若 u EU 使 得 上 面 的 不 等 式 是 等 式 , 则 4 == Pov. 


6.37 lv = Pov? <lv -Pro 要 二 Pro 一 al 
4 6.38 =|(v — Pyv) + (Pyv ~ wl 


Iv ull”, 


其 中 6.38 由 勾 股 定理 (6.3) 得 到 , 之 所 以 能 用 勾 股 定理 是 因为 
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极 小 化 问题 求 
解 的 显著 简化 
导致 了 内 积 空 
间 在 纯 数 学 之 
外 的 很 多 应 用 . 
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VU Prv € U-+ 并 且 Pv = U. 再 取 乎 方 根 即 得 要 证 的 不 等 


3 
不 等 式 中 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 6.37 是 等 式 ， 当 且 仅 当 
Pvv 一 ull = 0, 当 且 仪 当 w= Pyw. | 


0 


图 6-5 Puo 是 U 中 离 wv 最 近 的 点 


上 一 个 命题 通常 与 公式 6.35 相 结合 来 计算 极 小 化 问题 的 显 
式 解 . 我 们 来 举例 说 明 这 一 过 程 . 考虑 如 下 问题 : 如 何 找到 一 个 
次 数 不 超 过 5 的 实 系数 多 项 式 ww 使 其 在 区 间 [A,r 上 尽量 好 
地 远近 sin x, 即 

全 |sinz — wu(z)| dz 


最 小 . 为 解决 这 一 问题 , 令 CI-r,z] 表示 由 [-x, zx| 上 的 连续 实 
值 函数 组 成 的 实 癌 量 空间 , 并 取 内 积 为 : 


6.39 (9 = 人 f(g) 


讽 veC[-mzxl 是 由 w(z) = sinz 定义 的 函数 . 令 U 表示 由 次 
数 不 超 过 5 的 实 系数 多 项 式 组 成 的 C[-r,z] 的 子 空间 . 现在 问 
题 可 以 重 述 为 : 求 ueE U 使 得 ||v 一 wll 最 小 . 
能 够 演算 积分 要 计算 这 一 下 近 问题 的 解 ， 首先 对 UV 的 基 (1, z, rz2,z3, Z4， 
的 计算 机 在 这 25) 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 (利用 6.39 所 给 出 的 内 积 ), 得 到 U 
里 是 很 有 用 的 . 的 规范 正 交 基 (ei, ez, es, es,e5,e6). 然后 采用 6.39 所 给 出 的 内 
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| 积 , 利用 6.35 计算 Puw ( 取 m=6), 可 知 Pov 是 如 下 函数 


6.40 0.9878627z — 0.155271z5 + 0.00564312x”, 


“此 处 我 们 把 精确 解 中 出 现 的 那些 x 换 成 了 一 个 适当 的 十 进 制 的 
和 近似值 

ee 由 6.36, 上 和 面 的 多 项 式 是 siuz 在 区 间 |-n,z 上 最 佳 的 5 
一 次 多 项 式 逼 近 . 要 看 出 这 个 遏 近 有 多 好 , 图 6-6 显示 了 sinz 和 
我 们 的 逼近 6.40 在 区 间 [-x,m] 上 的 图 像 . 


| 


图 6-6 sinz 及 其 逼近 6.40 的 图 像 


我 们 的 逼近 6.40 非常 精确 , 以 至 于 两 个 图 形 儿 乎 重合 一 一 肉 


眼 只 能 看 到 一 个 图 像 ! 


的 


| 6.41 9 bh 十 3 


重 要 看 出 这 个 逼近 有 多 好 , 图 6-7 显示 了 sinz 和 泰勒 多 项 式 6.41 
量 - 在 区 间 [roqqj 上 的 图 像 

泰勒 多 项 式 是 在 0 附近 对 sinz 极 好 的 逼近 . 但 是 图 6-7 表 
明 对 lz| > 2, Taylor 多 项 式 并 不 怎么 精确 , 特别 是 与 6.40 相 比 . 
例如 , 取 xz = 3, 则 6.40 中 的 逼近 对 sin3 估计 的 误差 大 概 是 
0.001, 但 是 泰勒 级 数 6.41 对 sin 3 估计 的 误差 大 概 是 0.4. 因此 
对 于 x = 3, 泰勒 级 数 的 误差 比 6.40 的 误差 大 几 百 倍 . 线性 代数 


tin 
祥和 LT 
NS ee 
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如 果 我 们 允许 


V 是 无 限 维 的 ， 
并 且 允 许 U 是 
V 的 无 限 维 子 
空间 , 那么 在 没 
有 额外 假设 的 
情况 下 , 6.42 未 


帮助 我 们 发 现 了 sinz 的 一 个 远近 , 这 个 逼近 改进 了 我 们 在 微 积 | 
分 中 所 学 到 的 逼近 ! 


图 6-7 sinx 和 泰勒 多 项 式 6.41 的 图 像 


我 们 利用 6.35 和 6.36 得 到 了 逼近 6.40. 当 V 等 于 C[-x, 
时 , 标准 假设 “V 是 有 限 维 向 量 空 间 ” 不 再 成 立 , 因而 需要 说 明 
在 这 种 情况 下 这 些 结果 仍然 是 可 用 的 . 6.29 表明 , 者 U 是 V 的 
子 空间 , 则 | 


6.42 V=U@U-. 


我 们 先 来 回顾 一 下 6.29 的 证 明 . 这 个 证 明 用 到 了 U 的 维 数 的 
有 限 性 (来 得 到 U 的 基 ), 但 无 论 V 是否 为 有 限 维 的 , 证 明 都 成 
并 . 其 次 , 注意 到 Pj 的 定义 和 性 质 (包括 6.35) 只 需要 6.29, 因 
此 只 要 求 U (而 非 V) 是 有 限 维 的 . 最 后 , 注意 到 6.36 的 证 明 不 
要 求 V 是 有 限 维 的 . 因此 可 得 出 这 样 的 结论 : 对 veV 和 VV 的 
子 空间 UV, 无 论 V 是 否 为 有 限 维 的 , 只 要 UV 是 有 限 维 的 , 就 可 
以 用 上 面 讨论 的 过 程 来 寻找 向量 ue U 使 得 lu - wll 最 小 . 在 
上 面 的 例子 中 , U 确实 是 有 限 维 的 (dimU = 6), 所 以 证 明 都 有 
效 . 
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86.5 ”线性 泛 函 与 伴随 


V 上 的 线性 泛 函 (linear functional) 是 从 V 到 下 的 线性 
映射 . 例如 , 如 下 定义 的 函数 p:F3 一 下 


6.43 PZ1, 22, 23) = 221 — 522 十 2 


是 F3 上 的 线性 泛 函 ， 又 如 , 考虑 内 积 空间 Ps(R) (这 里 的 内 积 
是 由 [0,1| 上 的 定 积分 所 诱导 的 乘法 ; 参见 62) 如 下 定义 的 函 
数 op :Pe(R)—R 


6.44 o(D) = | p(x)(cos xz)dz 


是 Pe(R) 上 的 线性 泛 函 . 
如 果 wv eV, 那么 把 w 映 成 (w,v) 的 映射 是 V 上 的 线性 泛 
函 . 下 一 个 结果 表明 , V 上 的 每 个 线性 泛 函 都 是 这 种 形式 的 . 为 
”了 举例 说 明 这 个 定理 , 注意 到 对 于 6.43 所 定义 的 线性 泛 函 w 可 
本 以 取 w=(2,-5,1)eF3. 6.44 所 定义 的 线性 泛 函 yp 更 能 显示 下 
于 面 定理 的 威力 , 这 是 因为 对 于 这 个 线性 泛 函 , v 没有 显然 的 取 法 
(函数 cos z 并 不 符合 条 件 , 因为 它 不 是 Pe(R) 中 的 元 素 )， 


6.45 定理 : 设 yp 是 V 上 的 线性 泛 函 ,， 则 存在 唯一 一 个 向 量 
v EV 使 得 


证 明 : 首先 证 明 存 在 向 量 we V, 使 得 对 每 个 we V 都 有 
1" 
于 EE 
二 (WU, el)p(el) 十 … 十 (U, en)pl(en) 


ee 


= (u, plei)eit :+ plen)en), 


其 中 第 一 个 等 式 由 6.17 得 到 ， 因 此 , 取 v = Vleijer + .+ 


ee 


p(en)en, 则 对 每 个 we V 都 有 p(w) = (vv). 
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“伴随 ” 这 个 
词 在 线性 代 
数 中 还 有 男 一 
个 意思 .在 本 
书 中 我 们 不 需 
要 这 个 与 北 有 
关 的 第 二 种 意 
思 , 只 是 万 一 你 
在 别处 遇 到 伴 
随 的 第 二 种 含 
义 的 话 ， 要 注 
意 ， 伴 随 的 这 
两 种 意思 之 间 
是 没有 联系 的 . 


现在 来 证 明 只 有 一 个 向 量 ve V 满足 条 件 . 假设 v1,v2 sy 
使 得 对 每 个 we V 都 有 
PW) = (U,V1) = (U,V2), 
那么 , 对 每 个 we V 都 有 
0 = (4, 01) — (v2) = (U,V1 — V2)- 


取 ww = vi 一 v2 可 得 v1 一 v2 = 0. 即 wi = v2, 这 就 完成 了 唯一 
性 的 证 明 . | 


除了 Y 以 外 , 我 们 还 需要 另外 一 个 有 限 维 内 积 空间 


| 我们 约定 在 本 章 的 其 余部 分 ， 

设 Te L(V,W). TT 的 伴随 (adjoint), 记 为 了 *, 是 如 下 定 
义 的 从 WW 到 VV 的 函数 . 给 定 we W. 考虑 YY 上 将 wey 映 成 
(Tv,w) 的 线性 泛 函 . 取 T*w 是 V 中 唯一 的 那个 具有 下 面 性 质 
的 向 量 ， 上 述 线性 泛 函 是 通过 与 T*ao 做 内 积 所 给 出 的 (6.45 保 
证 了 Y 中 具有 这 种 性 质 的 向 量 存在 且 唯 一 ). 也 就 是 说 , T*w 是 
V 中 唯一 一 个 满足 下 面条 件 的 向 量 


(Tw,wW) = (v,T*wW), v EV. 
我 们 举例 说 明 如 何 计 算 伴随 . 定义 了 : R3 一 R2 为 
T(zXi1, TX2, XT3) 一 (Z2 十 373， 271). 


因此 7* 是 从 R? 到 有 R3 的 函数 . 要 计算 7T*, 固定 一 个 点 (yi,y2) < 
R?*, 则 对 所 有 (zi,zz,zs) EE R3 都 有 
((Z1, TX2, 73), T” (yi1,Yy2)) = (T(z1, T2, T3), (V1, y2)) 
= 《(Z2 十 373,271), (yi, Yy2)) 
= Z2V1 十 373Y1 十 271Y2 


\(Z1， 飞 2， Z3)， (272， Y1) 3y1)). 


”由 此 得 
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T (yi1,y2) = (2y2,Y1, 3Y1). 
注意 到 在 上 面 的 例子 中 , 7T* 不 只 是 从 R? 到 R3 的 函数 , 而 
且 还 是 线性 映射 . 这 是 普遍 成 立 的 . 具体 地 , 车 Te L(V,W), 则 
aT* €E L(W,V). 为 了 证 明 这 一 点 , 设 Te L(V,W). 首先 验证 加 
“性 . 给 定 wi, Ww2 € W, 则 


(Tw, 10]1 十 2402) -一 (Tv, Ww1) 下 (Tw, WwW2) 
= (v9,T*w1) + (v,T*w2) 
= (Vv,T*wi + T*w), 


， 这 说 明 T*wi 十 T*w2 和 T*(w1 十 w2) 扮演 了 同样 的 角色 . 因为 
满足 这 一 性 质 的 同 量 是 唯一 的 , 所 以 必 有 


TYwi + Tws = T* (tw1 + WwW2). 


现在 来 验证 T* 的 齐 性 . 者 ae 下, 则 


(Tw,aw) =a(Ty, Ww) 


这 说 明 aT*w 和 T*(aw) 扮演 了 同样 的 角色 . 因为 满足 这 一 性 质 
的 向 量 是 唯一 的 , 所 以 必 有 
aT*w = T* (aw). 

因此 7T* 是 线性 映射 . 

你 应 该 验证 , 函数 了 一 T* 具有 如 下 性 质 : 
加 性 (additivity) 

对 所 有 5S,Te L(V,W) 都 有 (S++T)* = 3* 十 了 
共 轿 齐 性 (conjugate homogeneity) 

对 所 有 a EF, Te L(V,W) 都 有 (aT)* = aT*; 
伴随 的 伴随 (adjoint of adjoint) 

对 所 有 Te L(V,W) 都 有 (7T*)* = 了; 
恒 等 算 子 (identity) 

7T* = J， 其 中 了 是 V 上 的 恒 等 算 子 ; 


nr 


伴随 将 在 下 一 
章 的 重要 结果 
中 发 挥 关键 作 
用 . 
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ee 


乘积 (products) 

对 所 有 TE L(V,W), Se L(W,U) 都 有 (ST)* = 7T*S* (这 

里 U 是 F 上 的 内 积 空间 )， 

下 一 个 结果 表明 了 线性 映射 及 其 伴随 的 零 空 间 和 值 域 之 间 
的 关系 . 记号 < 全 的 意思 是 “ 当 且 仅 当 ”; 这 个 记号 也 可 以 理解 
成 “等 价 于 ”. 


6.46 命题 : 设 Te LV,W), 则 
(a) null T* = (range T)-; 
(b) range T* = (null 7) 一 ; 
(c) null T = (range T*)-; 
(dj range 了 = (null T*)-*. 


证 明 : 首先 证 明 (a). 设 we W, 则 
weEnullT* <—>1T*w=0 
> (v0, T*) =0,vEV 
< Tv,w) =0,vEV 
< 全 WE (Tange 了 了) 
因此 null T* = (range T)+, 这 就 证 明了 (a). 


对 (a) 的 两 端 取 正 交 补 即 得 (d), 这 里 用 到 了 6.33. 最 后 , 在 
(a) 和 (d) 中 将 工 换 成 T* 即 得 (c) 和 (b). 加 


一 个 m x n 抢 阵 的 共 斩 转 置 (conjugate transpose) 是 通 
过 互 换行 和 列 , 然后 再 对 每 个 元 素 取 复 共 斩 所 得 到 的 交 xmm 甜 
若 下 = 也 , 则 答 ” 阵 . 例如 ， 


阵 的 共 罗 转 置 2 3+4 7 
等 同 于 它 的 转 6 5 8i 
年 (transpose)， 

gp 通过 互 换行 的 共 斩 转 置 是 矩阵 

和 列 所 得 到 的 2 0 
适 阵 . : 3—41 5 


下 一 个 命题 说 明了 怎样 通过 7 的 矩阵 来 计算 T* 的 和 矩阵. 
要 注意 , 下 面 的 命题 只 有 在 处 理 规范 正 交 基 时 才能 使 用 , 而 对 于 
非 规范 正 交 基 , 7T* 的 矩阵 不 一 定 等 于 了 的 矩阵 的 共 思 转 置 . 


6.47 命题 : 设 Te L(V,W). 如 果 (el ,en) 是 V 的 规范 正 
交 基 , 并 且 (f,… ,fn) 是 W 的 规范 正 交 基 , 那么 


MI(T™, (f1,- 和 于 tel ) En ) 


是 
MI(T, (e€1,.… , en), (大 让 


的 共 罗 转 置 . 


证 阴 : 设 (el,… ,en) 是 V 的 规范 正 交 基 , (f1,… , f,,) 是 
W 的 规范 正 交 基 . 我 们 用 M(T) 来 代替 更 长 的 记号 M(T, (ei， 
En) (fi fn)); 也 把 MT™, (f1,.… , fim), (e1,.*: ,en)) 
写成 M(T*). 

回想 一 下 , 把 Tek 写成 这 些 了 ; 的 线性 组 合 可 得 M(T) 的 
第 列 ; 在 这 个 线性 组 合 中 所 用 到 的 标量 组 成 了 M(T) 的 第 
列 . 因为 (f1,… ,下 ,) 是 W 的 规范 正 交 基 , 所 以 我 们 知道 怎样 
把 Te 写成 这 些 f; 的 线性 组 合 (参见 6.17): 


Tex = (Texk, fu fi TD eg 下 了 去 


因此 M(T) 中 第 7 行 第 大 列 的 元 素 是 (Tek, f;). 把 了 替换 成 
T*, 再 互 换 诸 e 和 诸 了 的 角色 可 知 , M(T*) 中 第 7 了 行 第 上 列 的 
元 素 是 (T* 了 ,ej), 它 等 于 (fi,Te;), 这 等 于 (Te;, 了 i), 这 又 等 
于 M(T) 中 第 行 第 ; 列 元 素 的 复 共 斩 .. 也 就 是 说 , M(T*) 等 
于 M(T) 的 共 斩 转 置 . 图 
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线性 映射 的 伴 
随 与 基 的 选取 
无 关 . 这 解释 了 
为 什么 我 们 要 
强调 线性 映射 
的 伴随 而 不 是 
矩阵 的 共 轧 转 
置 . 
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间 


习 是 


证明: 如 果 x,y 部 是 R? 中 的 非 零 问 量 , 那么 


(zy) = lzllllyll cosb, 


其 中 9 是 zx 和 之 间 的 夹 角 (把 x 和 y 都 看 作 如 于 原点 
的 箭头 ). 提示 : 夯 出 x 和 y 的 夹 角 ; 然后 利用 余弦 定律 


. 设 u,v EV. 证 明 (w,wv) =0 当 且 仪 当 


ul < wut+avl, aEFR. 


。 证 明 对 所 有 实数 Q1,** ,Wn 和 5 … ) bn 都 有 


全 他 BE 
7 三 1 二 We 


. 设 u,v EV 使 得 
[ul =3, utol=4 lu -voll=6. 
来 jl 


. 证 明 或 反 驶 : 存在 R2 上 的 内 积 , 使 得 相应 的 范 数 定义 如 下 


[za zz) 三 {zi| + |z2|, (x1, 722) € 有 


. 证 明 : 者 V 是 实 内 积 空 间 , 则 


lu + ol = lu vl 


(u, v) 3 4 


， LU ET 


, 证 明 : 车 V 是 复 内 积 空间 , 则 对 任意 u,v c 都 有 


(u, v) 人 4 


12. 


13. 


10. 


11. 


8. 向 量 空间 UV 上 的 范 数 是 一 个 函数 |: UV 一 [0,oo), 并 且 


具有 以 下 性 质 : ||ul| = 0 当 且 仅 当 w= 0; 对 所 有 a EF 
和 wu e U 都 有 laul| = |alllull; 对 所 有 u,v es U 都 有 
| 二 to sg w+lol. 证 明 : 满足 平行 四 边 形 等 式 的 范 数 都 
来 自 内 积 ( 即 证 明 : 如 果 | | 是 UV 上 的 一 个 满足 平行 四 边 
形 等 式 的 范 数 , 则 有 上 的 内 积 ( ), 使 得 对 所 有 we U 都 
有 jul = (wu, 4) 2). 


. 设 n 是 正 整数 . 证 明 


( 1 sinxw sin2z sin cos cos27 COSNT ) 


ye- 
是 C[-r,r] 中 的 规范 正 交 问 量 组 , 其 中 CI-r,z] 是 [一 mr 可] 
上 的 连续 实 值 函数 所 组 成 的 问 量 空间 , 其 上 的 内 积 为 


(1,9) = | f(s)g(w)ar. 


在 P2>( 了 及 ) 上 考虑 内 积 


(p, q) = / p(X)q(z)dz. 
对 基 (1, z, z2) 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 求 Ps,(R) 的 一 个 规 
范 正 交 基 . 
对 非 线 性 无 关 的 疝 量 组 应 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 结果 会 怎 
样 ? 


设 V 是 实 内 积 空间 , 并 且 (v1,… ,vm) 是 V 中 的 线性 无 关 
向 量 组 . 证 明 V 中 恰好 有 2m 个 规范 正 交 向 量 组 (ej,…， 
em) 使 得 


span(Vl, ,Uj) 全 人 span(el,…: jE) ] 和 le ,Mm}. 


设 (el,… ,em) 是 V 中 的 规范 正 交 问 量 组 , 并 且 we V. 证 
明 
vl = 人 ee 十 十 人 oem) 


当 且 仅 当 wv e span(ei,:… ,em). 
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这 个 规范 正 交 
组 经 常用 来 建 
立 诸如 潮汐 等 
周期 现象 的 数 
学 模型 . 
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14. 


1 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21: 


22: 


23. 


求 Pz(R) 的 一 个 规范 正 交 基 (内 积 如 习题 10), 使 得 P,(R) 
上 的 微分 算 子 (将 p 映 成 p' 的 算 子 ) 关于 此 基 具 有 上 三 角 
矩阵 . 


设 U 是 V 的 子 空间 . 证 明 
dim U- =dimV — dim U. 
设 U 是 V 的 子 空间 . 证 明 U+ = {0} 当 且 仅 当 过 = 了 


证 明 : 如 果 P e L(V), 使 得 P2 = P 并 有 旦 PP 的 零 空 间 中 
的 每 个 向 量 都 正 交 于 P 的 值 域 中 的 向 量 , 那么 P 是 正 交 投 
影 . 


证 明 : 如 果 Pe L(V), 使 得 P2 = P 并且 
|Pol < llvll, v en 
那么 P 是 正 交 投影 . 


设 Te L(V), 并 且 U 是 V 的 子 空间 . 证 明 U 在 T 下 是 不 
变 的 当 且 仅 当 PTP = TPy. 


设 TeL(V), 并且 UU 是 V 的 子 空间 . 证 明志 和 V- 在 了 


下 都 是 不 变 的 当 且 仅 当 PyT = TPy. 
在 R4 中 , 设 
U = span((1,1,0,0),(1,1,1,2)). 


求 ue U 使 得 lw- (12,3,4)|| 最 小 . 
求 pe Ps(R), 使 得 p(0) = 0, p'(0) = 0, 并 且 


1 
| |2+ 37x— p(x)| dz 
0 


最 小 . 
求 p e Ps(R) 使 得 


区 


/ a 


| 
| 
| 
! 
' 


TE 


”24. 


26. 


双人 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


最 小 . (多 项 式 6.40 是 本 习题 的 一 个 极 好 的 近似 解 , 但 是 这 
里 要 找 的 是 包含 r 的 医 的 精确 解 . 可 以 使 用 能 进行 符号 积 
分 的 电脑 .) 

求 多 项 式 ge Ps(R) 使 得 

p (3) = f pirate, pe PlR) 


/0) 


. 求 多 项 式 ge Po(R) 使 得 


1 1 
| p(T)(cos zr)dz = | p(T)q(z)dz, p € Po(R). 
0 0 


取 定 向 量 v eV, 把 Te L(V,F) 定义 成 Tu = (u,v). 对 
a EF, 求 T*a. 

设 n 为 正 整 数 . 把 Te L(F”) 定义 为 

了 二 Cs a 二 (0, Zl je 

求 T*(z1, 2 和 

设 TeL(V), 并 且 和 EF. 证 明和 是 7 了 的 本 征 值 当 且 仅 当 
和 是 T* 的 本 征 值 

设 TeL(V), 并 且 U 是 V 的 子 空间 . 证 明志 在 人 下 是 不 
变 的 当 且 仪 当 UT 在 7* 下 是 不 变 的 . 

设 工 e L(V,W). 证 明 : 

(a) 了 是 单 的 当 且 仅 当 7T* 是 满 的 ; 

(b) 了 是 满 的 当 且 仅 当 T* 是 单 的 . 

证 明 对 每 个 Te L(V,W) 都 有 

dimnull7T* = dimnullT + dim W — dimV, 
并 且 
dimrangeT” = dimrange 了 . 


设 A 为 m xn 实 算 阵 . 证 明 : 4 的 所 有 列 (在 R™ 中 ) 所 
张 成 的 子 空间 的 维 数 等 于 A 的 所 有 行 (在 Rn" 中 ) 所 张 成 
的 子 空 间 的 维 数 . 
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我 们 现在 要 讨论 内 积 空间 上 的 算 子 , 这 方面 的 研究 成 果 在 
内 积 空 间 理论 中 最 为 深刻 . 我 们 将 利用 伴随 的 性 质 详细 描述 内 
积 空 间 上 的 几 类 重要 算 子 . 


扫 | V 是 F 上 的 有 限 维 非 零 内 积 空 间 . 


洲 六 类 米 
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用 术语 埃 尔 米 
特 (Hermiti- 
amn) 代 替 自 伴 
的 (为 了 纪念 
法 国 数 学 家 埃 
尔 米 特 (Char- 
les Hermite), 他 
在 1873 年 首次 
证 明了 e 不 是 
任何 整 系数 多 
项 式 的 根 ). 


若 下 = 及 ， 则 
由 定义 可 知 每 
个 本 征 值 都 是 
实 的 , 故 这 个 命 
题 仅 当 FF 二 C 
时 才 有 意思 . 


37.1 ” 自 伴 算 子 与 正规 算 子 


算 子 Te L(V) 称 为 自 伴 的 (self-adjoint), 如 果 了 = 7*. 
例如 , 各 了 是 下 2 上 的 算 子 , 它 (关于 标准 基 ) 的 矩阵 是 


Pps 


3 了 | 


L 


则 人 是 目 伴 的 当 且 仅 当 = 3 (这 是 因为 , M(T) = M(T*) 当 且 
仅 当 5 = 3; 回想 一 下 , M(T*) 是 M(T) 的 共 罗 转 置 参见 
6.47). 

你 应 该 验证 , 两 个 自 伴 算 子 的 和 是 自 伴 的 , 一 个 实数 和 一 个 
自 伴 算 子 的 乘积 是 自 伴 的 . 

要 记 住 这 样 的 类 比 (尤其 当下 = C 时 ): 伴随 在 L(V) 上 所 
起 的 作用 狂 如 复 共 f 在 C 上 所 起 的 作用 . 复数 > 是 实 的 当 且 仅 
当 z = z; 因而 , 自 伴 算 子 (T= 7T*) 可 与 实数 类 比 . 我 们 将 看 到 | 
这 种 类 比 也 反映 在 自 伴 算 子 的 某 些 重要 性 质 上 , 先 来 看 本 征 值 . 


7.1 命题 : 自 伴 算 子 的 本 征 值 都 是 实 的 . 


证 明 : 设 工 是 V 上 的 自 伴 算 子 , 和 是 了 的 本 征 值 , 并 且 vw 
是 V 中 的 非 零 向 量 使 得 To = Xo, 则 


Mv = (Xv, 2) 


于 是 ,入 = 入, 即 入 是 实 的 . 加 


下 一 个 命题 对 实 内 积 空 间 不 成 立 ， 例 如， 考虑 算 子 T < 
C(R2), 它 是 绕 原 点 的 反 时 针 90° 旋转 , 因此 T(x,y) = (-y, 7). 
虽然 T 不 是 0, 但 是 对 每 个 ve R2, Tv 显然 正 交 于 vo. 
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7.2 命题 : 若 V 是 复 内 积 空间 ,全 是 V 上 的 算 子 , 使 得 对 所 有 
vEV 都 有 


(Tw,v) = 0, 


则 了 二 0. 


证 明 : 设 Y 是 复 内 积 空间 , Te L(V), 则 对 所 有 ww ET， 
通过 计算 可 得 


er 0 


(T(u+iw), ut iw) oT(wu — iw), vu — iw). 

十 0 一 一 2. 
注意 到 右 端 的 每 一 项 都 具有 (Tu,u) 的 形式 ， 如果 对 所 有 vw < 
V 都 有 (Tuo,uo) = 0, 则 由 上 式 可 知 ， 对 所 有 ww < Y 都 有 
(Tu,w) = 二 0, 从 而 T=0( 取 w= Tw). z 轩 


通过 考虑 实 内 积 空间 上 的 非 目 伴 算 子 可 知 , 下 面 的 推论 对 
实 内 积 空 间 不 成 立 . 


7.3 推论 : 设 了 是 复 内 积 空间 ,了 < L(V), 则 全 是 自 伴 的 当 且 
仅 当 对 每 个 wEy 都 有 


(Tw,v) GE 及 . 
证 阴 : 设 vEV, 则 


(Tv, 2) — (Tv,v) = (Tv,v) — (v, Tv) 
= (Tw,0) 一 (人 TV) 
= en 


若 对 每 个 ve V 都 有 (Tw,v) e R, 则 上 式 左 端 等 于 0, 故 对 每 
个 veV 都 有 (TT 一 7T*)v,wv) ==0, 从 而 TT-7T*=0 (由 7.2), 因 
此 了 是 自 伴 的 . 

反之 , 若 人 是 目 伴 的 , 则 上 式 的 右 端 等 于 0, 故 对 每 个 we 
都 有 (Tw,v) = (Tw,v), 从 而 对 每 个 veV 都 有 (Tv,v) ER. 和 


这 个 推论 提供 
了 自 伴 算 子 与 
实数 具有 相似 
性 质 的 另 一 个 
例子 . 
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在 实 内 积 空间 V 上 , 对 于 非 零 算 子 7 可 能 会 出 现 这 样 的 情 
况 : 对 所 有 v eV 都 有 (Tw,wv) = 0. 然而 , 下 一 个 命题 表明 ,对 
于 非 零 目 伴 算 子 就 不 会 出 现 这 种 情况 . 


7.4 命题 若 了 是 了 上 的 自 伴 算 子 使 得 对 所 有 ET 都 有 


局 机 二 ) 和 人 : 


则 了 = 0. 


证 阴 : 我 们 已 经 对 复 内 积 空 间 证 明了 这 一 结论 (没有 工 自 
伴 的 假设 , 参见 7.2). 因此 , 可 设 V 是 实 内 积 空间 , 并 且 了 人 是 
上 的 自 伴 算 子 , 从 而 对 ww eV ,有 
(Tw, 1) = (1w, Tu) 
= (Tu, WwW), 
由 此 直接 计算 可 得 
pe we (T(tw tw ), + ww) - Tu wv ww) 
若 对 所 有 vwv eV 都 有 (Tw,wv) = 0, 则 由 7.5 可 知 , 对 所 有 w, w E 
V 都 有 (Tu,w) =0, 从 而 T=0 ( 取 w= Tw). 本 


内 积 空间 上 的 算 子 称 为 正规 的 (normal), 如 果 它 和 它 的 伴 
随 交 换 ; 也 就 是 说 , Te L(V) 是 正规 的 当 且 仅 当 


Ts 


日 伴 算 子 显然 是 正规 的 . 为 了 举 出 一 个 非 自 伴 的 正规 算 子 的 例 
子 , 考虑 F? 上 (关于 标准 基 ) 具有 如 下 矩阵 的 算 子 ， 


= 

3 2 | 
这 个 算 子 显然 不 是 自 伴 的 , 但 是 容易 证 明 它 是 正规 的 (你 应 该 证 
— 下》 


我 们 马上 就 会 看 到 正规 算 子 值得 特别 关注 的 原因 . 下 一 个 
命题 给 出 了 正规 算 子 的 一 个 简单 刻 划 . 


se 


Pe 


”注意 到 


”7.6 命题 : 算 子 Te L(V) 是 正规 的 当 且 仅 当 对 所 有 vv EV 都 


有 
ITwl = Twl. 


证 阴 : 设 了 es L(V). 我 们 将 同时 证 明 这 个 结果 的 两 个 方面 . 


7 是 正规 的 <> T*T 一 TT*=0 
<—= (TT TT)v,v)=0, ET 
> (T*Twv,v) = (TT*v,v), vEV 


<> |Tvl = TvIl ,veV, 


其 中 第 二 个 等 价 性 由 7.4 得 到 (注意 到 算 子 T*7' 一 TT* 是 自 伴 
的 ). 第 一 个 条 件 和 最 后 一 个 条 件 的 等 价 性 给 出 了 要 证 明 的 结果 . 


把 下 一 个 推论 同 前 一 章 的 习题 28 对 比 一 下 . 那个 习题 说 明 ， 
算 子 的 伴随 的 所 有 本 征 值 (作为 集合 ) 等 于 该 算 子 所 有 本 征 值 的 
复 共 找 ; 但 是 该 习题 中 没有 关于 本 征 向 量 的 论断 , 这 是 因为 算 子 
与 其 伴随 可 以 有 不 同 的 本 征 向 量 . 然而 , 由 下 一 个 推论 可 知 , 正 


规 算 子 与 其 伴随 有 相同 的 本 征 向 量 . 


7.7 推论 : 设 Te L(V) 是 正规 的 . 若 v EV 是 全 的 相应 于 本 
征 值 和 EF 的 本 征 向 量 , 则 v 也 是 T* 的 相应 于 本 征 值 入 的 本 
征 向 量 . 


证 明 : 设 v eV 是 工 的 相应 于 本 征 值 入 的 本 征 问 量 ， 则 
(TT 一 和 Dv = 0. 你 应 该 验证 , 因为 工 是 正规 的 , 所 以 T- XT 也 
是 正规 的 . 利用 7.6 可 得 
0=|(T— AD)v| = To Xv) = — XT)v)l, 
因此 v 是 7T* 的 相应 于 本 征 值 和 的 本 征 问 量 . 国 


因为 自 伴 算 子 是 正规 的 ， 所 以 下 一 个 结果 也 适用 于 自 伴 
算 子 . 
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注意 , 这 个 命题 
意味 着 每 个 正 
规 算 子 了 都 
满足 nullT = 
null7T™. 
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7.8 推论 : 如 果 了 TE L(V) 是 正规 的 , 那么 了 的 相应 于 不 同 本 征 
值 的 本 征 向 量 是 正 交 的 . 


证 阴 : 设 了 es L(V) 是 正规 的 , a, 6 是 工 的 不 同 本 征 值 , w,v 
分 别 是 相应 的 本 征 问 量 , 则 Tu = au，Tw = 6v， 由 7.7 可 得 
T*v 二 6v. 于 是 


(a Pw) = (ow, 0) — (ww Bo) 
= (Tu, 0) ~ (u, To) 
| 
因为 a 关 8, 所 以 由 上 式 可 得 (u,v) = 0. 故 wu 和 w 是 正 交 的 


87.2 谱 定 理 


回想 一 下 , 对 角 和 矩阵 是 对 角 线 之 外 的 元 素 都 是 0 的 方 阵 ; V 
上 的 算 子 关于 某 个 基 有 对 角 和 矩阵 当 且 仅 当 V 有 一 个 由 该 算 子 的 
本 征 同 量 组 成 的 基 (参见 5.21). 

关于 茶 个 规范 正 交 基 具 有 对 和 角 和 矩阵 的 算 子 是 V 上 最 好 的 算 
子 , 它们 恰好 是 具有 如 下 性 质 的 算 子 Te L(V): V 有 一 个 由 了 
的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 本 节 的 目的 是 证 明 谱 定理 . 谱 定 
理 表 明 , 具有 上 述 性 质 的 算 子 恰好 是 复 正 规 算 子 或 实 自 伴 算 子 . 
谱 定 理 可 能 是 研究 内 积 空 间 上 算 子 的 最 有 用 的 工具 . 

因为 谱 定 理 的 结论 依赖 于 下, 所 以 我 们 把 谱 定理 分 成 两 部 
分 , 分 别 叫做 复 谱 定理 和 实 谱 定理 . 同 线性 代数 中 的 多 数 情形 一 
样 , 研究 复 向 量 空间 要 比 研究 实 向 量 空间 容易 , 因此 我 们 先 给 出 
复 谱 定理 . 

作为 复 谱 定 理 的 一 个 例证 ,考虑 正规 算 子 T € £L(C?), 它 
(关于 标准 基 ) 的 矩阵 是 


你 应 该 验证 ， 


人 
V2 v2 
是 C? 的 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 , 并 且 7 关于 此 基 
的 矩阵 是 对 角 定 阵 
2+3i 0 
| 0 We 


7.9 复 谱 定理 (Complex Spectral Theorem): 设 V 是 复 内 因为 自 伴 算 子 
积 空间 , 并 且 TE LV), 则 V 有 一 个 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规 。 都 是 正规 的 , 所 
范 正 交 基 当 且 仅 当 了 是 正规 的 . 以 复 谱 定理 意 
味 着 有 限 维 复 
证 明 : 首先 假设 V 有 一 个 由 7 了 的 本 征 问 量 组 成 的 规范 正 。 内 积 空间 上 的 
交 基 , 则 了 关于 此 基 有 对 角 和 矩阵 . T* (关于 同一 个 基 ) 的 矩阵 显 。 自信 算 子 关于 
然 是 了 的 矩阵 的 共 白 转 置 , 故 T* 也 有 对 角 和 矩阵 . 任意 两 个 对 角 ” 某 个 规范 正 交 
和 矩阵 都 交换 , 故 了 7 和 T* 交换 , 从 而 了 是 正规 的 . 基 有 对 角 疆 阵 . 
为 了 证 明 另 一 个 方面 , 现在 假设 了 是 正规 的 , 则 V 有 规范 
正 交 基 (el1,.… ,en) 使 得 了 关于 此 基 有 上 三 角 和 矩阵 (由 6.28). 


于 是 ， 
Q1,1 Ql1,n 
7.10 MI(T, (el,…: , em )) 一 、 
0 Onn 
“我们 将 证 明 这 个 矩阵 实际 上 是 对 角 和 矩阵 , 即 (e1,… ,en) 是 V 的 
由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 


由 上 面 的 矩阵 可 得 ， 
ITeill? = lead 
并 且 
IT*eill = la 二 la 十 十 |aan| 


因为 工 是 正规 的 , 所 以 |Teil| = 上 7T*eil| (参见 7.6). 于 是 由 上 面 
的 两 个 等 式 可 知 , 7.10 中 和 矩阵 的 第 一 行 除了 第 一 个 元 素 all 之 
外 都 等 于 0. 

现在 由 7.10 可 得 


lzresl = oz 


(因为 如 上 一 段 所 证 ， al2 一 0) 并 且 
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to RT 


配方 法 可 以 用 
来 导出 二 次 求 
根 公 式 . 


IT*ez)l? = |a2,2|? + |a2,3] + + |a2,nl. 


因为 了 是 正规 的 , 所 以 Tes|| = 7T*ezll. 于 是 由 上 面 的 两 个 等 
式 知 , 7.10 中 矩阵 的 第 二 行 除了 对 角 线 元 素 a 2 之 外 都 等 于 0. 
如 此 继续 下 去 可 知 , 7.10 中 和 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 都 等 于 0. 


岗 
为 证 明 实 谱 定 理 , 我 们 需要 两 个 引 理 . 你 可 能 会 猜 到 下 一 个 


引 理 , 甚至 可 能 会 通过 考虑 实 系数 的 二 次 多 项 式 给 出 其 证 明 . 具 
体 地 , 假设 6 e R 使 得 o < 46, 并 设 xz 是 一 个 实数 , 则 


+azrz+pb= (z+9) + (8-) 


>0. 


特别 地 , zz 十 az 十 6 是 一 个 可 逆 的 实数 ( 非 0 的 一 种 迁 回 的 说 
法 )， 用 一 个 自 伴 算 子 代 蔡 实 数 x (回想 一 下 实数 和 日 伴 算 子 之 
加 的 类 比 ) 可 以 得 出 下 面 的 引 理 . 


7.11 引 理 : 设 TE L(V) 是 自 伴 的 . 若 a,6 € R 使 得 a? < 40， 
则 


TT 1 
是 可 逆 的 . 


证 明 : 设 a, 8 € RR, 使 得 a? < 46, 并 设 v 是 Y 中 的 非 零 问 


量 , 则 


((T* +aT + B81)v,v) = (T?v,0) + a(Tvw,v) + Blv,v) 
= (Tv, Tw) + a(Tv,v) + lv 
> |Tv ~ lallTwllllvll + Bllvll 


= (zol- eol) + (8 F ) op 


> 0， 


其 中 第 一 个 不 等 式 成 立 是 由 于 柯 西施 瓦 茨 不 等 式 (6.6) 由 上 面 


87.2 谱 定理 135 


”最 后 的 那个 不 等 式 可 得 (T2? 十 aT++B81)v 关 0, 从 而 T2?+aT+B1 
是 单 的 , 因此 是 可 逆 的 (参见 3.21) 


我 们 已 经 证 明了 , 有 限 维 复 向 量 空间 上 的 算 子 , 无 论 自 伴 与 
” 否 , 都 有 本 征 值 (参见 5.10), 因此 下 一 个 引 理 只 对 实 内 积 空 间 是 
新 的 . 


7.12 引 理 : 设 TE L(V) 是 自 伴 的 , 则 全 有 本 征 值 . 


证 了 明 : 如 前 所 述 , 可 设 V 是 实 内 积 空 间 , 并 设 ”= dimV. 

取 veV 使 得 v 关 0. 因为 V 是 nn 维 的 , 所 以 下 面 的 n 十 1 个 这 里 模仿 了 了 

问 量 有 1 维 或 2 维 不 
(v, Tw, T2v,.. ,Ty) 变 子 空间 的 证 


参 
不 可 能 是 线性 无 关 的 . 于 是 , 有 不 全 为 0 的 实数 a,… ,an 使 得 人 
0 一 0wov0 十 G178 十 … .十 QnT v. 
以 这 些 a 为 系数 作 一 个 多 项 式 , 并 将 此 多 项 式 分 解 成 (参见 4.14 


a0 二 QT 二 +… 十 anz” 


二 c(Z” + QT 二 Bi):… (x? + QMT + BM)(T — M1) (7 ~— Nm), 


其 中 cc 是非 零 实数 , 每 个 a;, B;, 和 ; 都 是 实 的 ， Qe <46;,mi+M > 
“1, 并且 上 面 的 等 式 对 所 有 实 的 zx 都 成 立 . 因此 , 我 们 有 


0 = 二 aov 二 alTV 十 … 十 anT"v 
二 (QoT 二 QI1T 了 二 +… 二 anT™)v 

=c(T2+aiT+617):….(T?+amT+Bm]) 
x (T—A7):…: (TAMmDv. 


因为 了 工 是 自 伴 的 , 并 且 a? < 46; (参见 7.11), 所 以 每 个 T? 十 


J 


QjT+ B;I 都 可 逆 . 由 于 c 承 0, 故 由 上 面 的 等 式 可 得 
0= (T—AD:(T — Mm Dv. 


因此 , 至 少 有 一 个 ; 使 得 了-- Xi7 不 是 单 的 . 也 就 是 说 , 了 有 本 
征 值 . 国 
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作为 实 谱 定 理 的 一 个 例证 , 考虑 R3 上 的 目 伴 算 子 了 , 它 ( 关 
于 标准 基 ) 的 矩阵 是 


(6 
V2 V3 6 


是 R3 的 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 , 并 且 7 关于 此 基 
的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 


, 
0 0 0 | 
0 9 0 |. 
| 
把 复 谱 定理 和 实 谱 定 理 合 并 到 一 起 可 以 得 出 结论 : V 
上 每 个 自 伴 算 子 关于 某 个 规范 正 交 基 都 有 对 角 和 矩阵 ， 这 个 结论 


无 论 是 对 F = C 还 是 对 F = R 都 成 立 , 它 是 谱 定 理 最 有 用 的 
部 分 . 


7.13 实 谱 定 理 (Real Spectral Theorem): 设 V 是 实 内 积 空 
间 , TE L(V), 则 V 有 一 个 由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 
当 且 仅 当 了 是 自 伴 的 . 


证 明 : 首先 假设 V 有 一 个 由 人 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 
交 基 , 则 了 关于 此 基 有 对 角 和 矩阵 ， 这 个 矩阵 等 于 它 的 共 罗 转 置 . 
因此 工 =7*, 即 开 是 自 伴 的 

为 了 证 明 另 一 个 方面 , 现在 假设 了 是 自 伴 的 . 对 V 的 维 数 
用 归纳 法 , 往 证 V 有 一 个 由 了 工 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 首 | 
先 注 意 到 , 若 dimV = | 则 结果 显然 成 立 . 现在 假设 dimV > 1 ， 
并 且 假 设 在 维 数 更 小 的 向 量 空间 上 结果 成 立 . | 


87.2 


证 明 思 路 是 , 任 取 了 的 一 个 范 数 为 1 的 本 征 向 量 w, 然后 
- 再 添加 由 Tltwy. 的 本 征 向 量 组 成 的 {w}+ 的 规范 正 交 基 . 至 于 
”细节 , 最 重要 的 是 验证 T|(wy， 是 自 伴 的 (于 是 我 们 可 以 使 用 归 
纳 法 假设 ). 

设 入 是 了 的 任意 本 征 值 (因为 本 是 自 伴 的 , 所 以 由 引 理 
7.2 可 知 它 有 本 征 值 ) 并 设 ww se V 是 相应 的 一 个 本 征 向 量 且 
lull = 1, 再 设 U 表示 由 ww 的 所 有 标量 倍 组 成 的 V 的 1 维 子 空 
- 间 . 注意 到 一 个 向 量 ve V 含 于 U+ 当 且 仅 当 (wwv) = 0. 

设 ve UL, 则 因 工 是 自 伴 的 , 故 有 

(u, Tv) = (Tu, v) = (Mu,v) = A(u,v)=0 
因此 , Tv e Ut+. 于 是 , 当 vw e Ut 时 , 也 有 Tw e UL 也 就 
是 说 , U- 在 了 下 是 不 变 的 , 从 而 5 = Tlwy， 定义 了 一 个 算 子 
SeClUL). 若 v,w EeU+t, 则 
(Sv,w) = (Tv,w) = (9, Tw) = (v, Sw), 

这 就 证 明了 5S 是 自 伴 的 (注意 到 在 上 式 中 间 的 等 式 中 我 们 用 到 
了 了 的 自 伴 性 )， 因 而, 由 归纳 法 假设 , V+ 有 一 个 由 S 的 本 征 
向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 显然 , 5 的 每 个 本 征 向 量 都 是 工 的 本 征 
问 量 (因为 对 每 个 ve UL 都 有 Sv = Twv). 于 是 , 把 w 添加 到 
由 5 的 本 征 向 量 组 成 的 U+ 的 规范 正 交 基 就 得 到 了 V 的 一 个 
由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 因 


对 于 自 伴 的 Te L(V) (或 更 一 般 地 , 当下 = C 时 , 正规 的 
T e L(V)), 下 面 的 推论 给 出 了 Y 的 最 可 能 的 不 变 子 空间 直 和 分 
解 . 在 每 个 null(T 一 和 Aj;1) 上 , 算 子 了 的 作用 相当 于 乘 以 入 ,. 


7.14 推论 : 设 Te L(V) 是 自 伴 的 (或 当下 =C 时 , T € L(V) 
是 正规 的 ). 令 和 1,… ,Mm 表示 人 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 值 , 屠 
么 

V=nulT -A 和 DG.…@nul(T— MmD). 
进一步 , null(T 一 和 j1) 中 的 向 量 正 交 于 此 分 解 中 其 他 子 空间 中 的 
向 量 . 


证 明 : 由 谱 定 理 (7.9 和 7.13) 可 知 , V 有 一 个 由 了 的 本 征 
问 量 组 成 的 基 . 现在 由 5.21 即 得 想 要 的 分 解 . 
由 7.8 可 得 关于 正 交 性 的 结论 . 加 
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用 一 个 非 零 本 
征 向 量 除 以 它 
的 范 数 就 可 以 
得 到 一 个 范 数 
为 1 的 本 征 向 


ih 
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87.3 ” 实 内 积 空间 上 的 正规 算 子 


复 谱 定理 (7.9) 完全 描述 了 复 内 积 空间 上 的 正规 算 子 . 本 节 
将 完全 描述 实 内 积 空 间 上 的 正规 算 子 . 在 此 过 程 中 , 我 们 会 遇 到 
一 个 命题 (7.18) 和 一 种 技巧 (分 块 对 角 和 矩 阵 ), 它们 对 于 实 内 积 
空间 和 复 内 积 空间 都 是 有 用 的 . 


先 来 描述 2 维 实 内 积 空间 上 非 目 伴 的 正规 算 子 . 


7.15 引 理 : 设 V 是 2 维 实 内 积 空 间 , 卫 < L(V), 则 下 列 等 价 : 
(a) 工 是 正规 的 , 但 不 是 自 伴 的 ; 
(b) 了 关于 的 每 个 规范 正 交 基 的 矩阵 都 具有 如 下 形式 


(c) 工 关 于 的 某 个 规范 正 交 基 的 矩阵 具有 如 下 形式 


用 | 
;， b>0. 
b a 
证 明 : 首先 假设 (a) 成 立 , 则 了 是 正规 的 , 但 不 是 目 伴 的 . 
设 (ei,e2) 是 Y 的 规范 正 交 基 , 并 设 


Q Cc 
7.16 MI(T, (el ez)) = 1 | 


则 leil2 = oo 十 刀 2，IT*eil = a2 +c .因为 了 是 正规 的 , 所 
以 jITeil = 17*ell (参见 7.6); 于 是 , 由 这 些 等 式 可 得 2 = c2， 
故 c= 或 c= -0 由 7.16 中 的 逢 阵 可 知 c 关 5, 因为 否则 工 就 
是 目 伴 的 . 于 是 , c= -5 故 


7.17 AM(T, (e1, e2)) 一 | 机 


当然 , T* 的 矩阵 是 上 面 这 个 矩阵 的 转 置 . 用 矩阵 乘法 计算 TT* 


87.3” 实 内 积 空间 上 的 正规 算 子 ”139 


和 7*7T 的 矩阵 (现在 就 动手 算 一 下 ). 因为 7 是 正规 的 , 这 两 个 
矩阵 一 定 相 等 . 比较 你 算出 来 的 这 两 个 矩阵 右上 角 的 元 素 , 就 会 
发 现 bd = ab. 现在 由 7.17 中 的 矩阵 可 知 5 关 0, 因为 否则 了 就 
是 目 伴 的 . 于 是 , 4 = a, 故 (a) 强 含 (b). 

现在 假设 化 ) 成 立 , 往 证 (c) 成 也 任 取 VV 的 一 个 规范 下 


\ 


交 基 (ee 则 了 关于 此 基 的 矩阵 具有 (b) 所 给 出 的 形式 , 日 


b 兰 0. 若 &> 0 则 (e) 成 立 , 从 而 证 明了 (b) 蔓 含 (cj， 如 果 
b < 0, 那么 你 应 该 验证 , 了 关于 规范 正 交 基 (el, -ez) 的 矩阵 等 


于 [ 乌 8], 其 中 -b> 0; 于 是 , 对 于 这 种 情形 , 仍 有 (b) 蕴含 (0)， 


现在 假设 (c) 成 立 , 则 T 关于 某 个 规范 正 交 其 的 矩阵 具有 
(c) 所 给 出 的 形式 , 目 5b > 0. 显然 了 的 矩阵 与 其 转 置 不 相等 ( 因 
为 5b 关 0), 因此 工 不 是 自 华 . 现在 用 矩阵 乘法 可 以 验证 T7* 的 
和 矩阵 和 了 *T 的 矩阵 是 相等 的 . 因此 , TT* = 7T*7T, 故 了 正规 . 于 


是 (c) 殖 含 (a). 可 


我 们 将 引进 一 种 记号 用 来 把 一 个 矩阵 号 成 由 一 些小 矩阵 组 


成 的 矩阵 , 例如 . 考虑 矩阵 


11222 

1 1 a 
re 

ee 

(本 汪汪 


我 们 可 将 此 甜 阵 写 成 如 下 形式 


D 一 


A 万 
0 CC 


并 且 0 表 示 由 0 组 成 的 3 x 2 矩阵 . 


为 了 更 好 地 理 
解 一 个 矩阵, 我 
们 经 常 把 它 看 
成 是 由 一 些 更 
小 的 托 阵 组 成 
的 . 我 们 将 在 
下 一 个 命题 和 
以 后 的 各 章 中 
使 用 这 种 技巧 . 
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即使 没有 正规 
性 , 仍 有 一 个 更 
简单 的 结果 成 
立 : 若 了 Ee 
L(V)， 并 且 U 
在 了 下 是 不 变 
的 , 则 UU 一 在 TT* 
下 是 不 变 的 ; 参 
见 第 6 章 习 题 
29. 


下 一 个 结果 将 在 刻画 实 内 积 空间 上 的 正规 算 子 时 发 挥 关键 
作用 . 
7.18 命题 : 设 Te L(V) 是 正规 的 , 并 且 U 是 V 的 在 TT 下 的 


不 变 子 空间 , 则 
(a) 5 在 全 下 是 不 变 的 ; 
(pb) 过 在 7 下 是 不 变 的 ; 
(cj To 六 = 人 7 放 r 
(d) Tiv 是 U 上 的 正规 算 子 ; 
(e) Tux 是 Ut 上 的 正规 算 子 . 


证 明 : 先 证 明 (a). 设 (el,…， 
其 扩充 成 V 的 规范 正 交 基 , (el,… ,em, fi,… ,下 ) (由 6.25 知 
这 是 可 能 的 )， 因 为 UV 在 了 下 是 不 变 的 , 所 以 每 个 Te; 都 是 
(el …… ,em) 的 线性 组 合 . 于 是 , 了 关于 基 (el1,… ,em, f1,… 
j) 的 矩阵 具有 如 下 形式 


EU 


C1 
A B 
Em 
MI(T,) > ; 
fi 
, 0 Cy 
太志 


其 中 4 表示 一 个 m x m 和 窍 阵 , 0 表示 由 0 组 成 的 n x m 和 矩阵， 
B 表示 一 个 m x n 矩阵 , C 表示 一 个 n x n 矩阵 , 并 日 为 了 方 
便 , 所 选取 的 基 已 列 在 矩阵 的 顶端 和 左 侧 . 

对 每 个 j € 1 ,m}, Peill2 等 于 4 的 第 ; 列 元 素 绝对 
值 的 平方 和 (参见 6.17). 因此 


DITell? 


对 每 个 j € {1,… ,m}, Tejl 都 等 于 A 和 B 的 第 ; 列 元 素 
绝对 值 的 平方 和 . 因此 


7.19 二 A 中 元 素 绝 对 值 的 平方 和 . 


ee 


7.20 。”》_jl7T*ej|? = A 和 B 中 元 素 绝对 值 的 平方 和 
7 一 1 


因为 了 是 正规 的 , 所 以 对 每 个 7 都 有 Teill = |i7*ej|| ( 参 


~ 人 | 
见 7.6). 十 十 


Fre 了 7 
0 
2 Te = 2 eh 
el 7 二 1 


根据 7.19 和 7.20, 此 式 意味 着 B 中 元 素 绝 对 值 的 平方 和 必须 等 
于 0. 也 就 是 说 , B 一 定 是 由 0 组 成 的 矩阵 . 于 是 


0 


el | | 了 


7.21 区。 


二 | 


这 说 明 , 对 每 个 k, Tf; 都 含 于 (fi,… ,万 ) 的 张 成 . 因为 《有 广 ， 
if) 是 Dr- 的 基 , 所 以 这 意味 着 , 当 vwe U- 时 必 有 Tw EU-. 
也 就 是 说 , U+ 在 了 下 是 不 变 的 , 这 就 证 明了 (a). 

为 证 (b), 注意 到 M(T*) 左下 角 有 一 块 全 是 0 (因为 M(T) 
右上 和 角 有 一 块 全 是 0). 也 就 是 说 , 每 个 T*e; 都 可 以 写成 (e1,…， 
em) 的 线性 组 合 . 于 是 , UV 在 T* 下 是 不 变 的 , 这 就 证 明了 (b). 

为 证 (c), 令 5 = Tlu, 并 固定 we U, 则 对 所 有 wu EU 都 有 


(Su,v) = (Tu,v) 
EC) 


因为 T*+v e U (由 (人 )), 所 以 上 式 表明 5*v = 7T*v， 也 束 是 说 ， 
(Tv)* = (7T*)|vu, 这 束 证 明了 (c). 

为 证 (d), 注意 到 了 和 7* 可 交换 (因为 工 是 正规 的 ), 而 且 
(To = (To (由 (c)). 于 是 , Tv 与 其 伴随 可 交换 , 故 正规 ， 
这 就 证 明了 (d). 
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为 证 (e), 注意 到 在 (d) 中 我 们 证 明了 T 到 任何 不 变 子 空间 
上 的 限制 都 是 正规 的 . 然而, V+ 在 TT 下 是 不 变 的 (由 (a)), 故 
Tlus 是 正规 的 . 本 
在 7.18 的 证 明 过 程 中 , 我 们 把 一 个 矩阵 看 成 是 由 一 些 更 小 
在 命题 7.18 的 ”的 矩阵 组 成 的 . 现在 我 们 需要 更 多 地 运用 这 种 思想 . 分 块 对 角 算 
证 明 中 ,关键 ” 阵 (block diagonal matrix) 就 是 如 下 形式 的 方 阵 
步骤 是 证 明 : 
AM(T) 是 一 个 Al 0 
适当 的 分 块 对 
角 适 阵 ; 参见 0 An 
Dl 


其 中 A1,.… ,4 都 是 方 阵 , 它们 位 于 对 角 线 上 , 而 和 矩阵 的 其 他 
元 素 都 等 于 0. 例如 , 矩阵 


4 90 0 0 0 
0 2 3 0 0 
T7222 A 3 2 夏 0 
0 0 0 1 一 f 
z 00 0 7 1 
古 分 块 对 角 宅 阵 , 即 有 
Ai 0 
A 一 A, , 
0 As 


其 中 


2 2 二 
| 
3 2 7 1 


如 果 A 和 B 都 是 如 下 形式 的 分 块 对 角 和 矩阵 


A 0 | B) 0 
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其 中 A; 和 B; 大 小 相同 , 7 = 1,… ,m, 那么 你 应 该 验证 , AB 
是 如 下 形式 的 分 块 对 角 和 矩阵 ， 

2: A1B! - 0 
7.24 


po 0 AnB,, 
.上 ”也 就 是 说 , 两 个 (具有 相同 分 块 的 ) 分 块 对 角 和 矩阵 相 乘 , 像 对 角 
有， 矩阵 相 乘 一 样 , 只 要 把 对 角 线 上 相应 的 块 相 乘 即 可 . 
对 角 矩 阵 是 一 种 特殊 的 分 块 对 角 矩 阵 , 其 中 每 个 块 的 大 小 
都 是 1 x 1. 另 一 个 极端 的 情形 是 , 每 个 方 阵 都 是 分 块 对 角 矩 阵 ， ”注意 到 如 果 算 

”因为 我 们 可 以 把 第 一 个 (也 是 唯一 的 ) 块 取 成 整个 矩阵 ， 因 而 ， 子 T 关于 某 个 
说 算 子 关 于 某 个 基 有 分 块 对 角 矩 阵 等 于 什么 也 没 说 , 除非 我 们 基 有 分 块 对 负 
知道 这 些 块 的 大 小 , 块 越 小 , 算 子 就 越 好 (含糊 地 说 , 就 是 算 子 的 。 佐 阵 , 则 此 算 阵 
矩阵 有 更 多 的 0). 最 好 的 情形 是 存在 规范 正 交 基 使 得 算 子 关于 “对 角 线 上 的 任 
此 基 有 对 角 和 矩阵 . 我 们 已 经 证 明 , 在 复 内 积 空间 上 , 这 种 情形 恰 。 何 1x1 块 都 一 
好 对 正规 算 子 才 会 出 现 (参见 7.9), 而 在 实 内 积 空间 上 恰好 对 自 ” 定 是 人工 的 本 征 
伴 算 子 才 会 出 现 (参见 7.13). 值 

下 一 个 结果 表明 , 实 内 积 空间 上 的 正规 算 子 的 矩阵 接近 于 
对 角 和 矩阵 -一 一 具体 地 , 关于 某 个 规范 正 交 基 , 我 们 得 到 了 分 块 
对 角 和 矩阵 , 而 且 每 个 块 的 大 小 最 多 是 2 x 2. 我 们 不 能 指望 分 得 
更 好 , 因为 实 内 积 空间 上 确实 有 一 些 正 规 算 子 关 于 任何 基 都 没 
子 T e C(R2) 是 正规 的 , 但 是 没有 本 征 值 ; 因此 这 个 特殊 的 
关于 R2 的 任何 基 甚 至 都 不 会 有 上 三 角 和 矩阵 . 

注意 到 7.22 中 的 矩阵 就 是 下 面 的 定理 所 保证 的 那 种 类 型 的 
矩阵 . 特别 地 , 7.22 中 每 个 块 (参见 7.23) 的 大 小 都 不 超过 2 x 2， 
而 且 每 个 2 x 2 块 都 具有 所 要 求 的 形式 (左上 方 的 元 素 等 于 右 下 
方 的 元 素 , 并 且 左 下 方 元 素 都 是 正 的 , 而 右上 方 元 素 都 等 于 左下 
方 元 素 的 相反 数 )， 


7.25 定理 : 假设 V 是 实 内 积 空间 , 并 且 Te L(V), 则 工 是正 
规 的 当 且 仅 当 了 有 规范 正 交 基 使 得 人 关于 此 基 有 分 块 对 角 拓 
阵 , 而 且 每 个 块 都 是 1 x1l 撼 阵 或 如 下 形式 的 2x2 拢 阵 

a 一 b 


7.26 | 
b a 


| >" 
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在 1 维 实 向 量 
空间 中 , 恰好 有 
两 个 范 数 为 1 
的 向 量 . 


许多 数学 家 也 
采用 半 正 定 算 
子 (positive 
semidefinite 
operator) 这 
个 术语 意思 
与 正 划 子 相同 . 


证 明 : 为 了 证 明 容 易 的 一 方面 ， 首 先 假设 V 有 规范 正 
交 基 使 得 T 的 矩阵 是 分 块 对 角 和 矩阵 , 并 且 每 个 块 都 是 1x1 和 气 
阵 或 形 如 7.26 的 2 x 2 矩阵 . 你 应 该 验证 (用 公式 7.24 求 两 个 
分 块 对 角 和 矩阵 之 积 ), 关于 这 个 基 , T 的 矩阵 和 7T* 的 甜 阵 ( 它 上 
是 了 的 和 矩 阵 的 共 固 转 置 ) 交换 . 于 是 , 了 和 7* 交换 , 故 了 是 正 1 
规 的 . 

为 证 另 一 方面 , 现在 假设 7 是 正规 的 . 对 VV 的 维 数 用 归纳 
法 . 首先 注意 到 , 若 dimV =1 (平凡 地 ), 或 dimn=2( 各 了 自 
伴 , 则 用 实 谱 定理 7.13; 否则 用 7.15), 则 结果 显然 成 立 . 
现在 假设 dimV > 2, 并 且 结 果 在 维 数 更 小 的 问 量 空 间 上 成 
立 . 如 果 了 Y 有 在 了 下 不 变 的 1 维 子 空间 , 则 令 UV 是 其 中 之 一 
(也 就 是 说 , 若 荆 有 非 零 本 征 问 量 , 则 令 UV 是 由 这 个 本 征 回 量 张 
成 的 子 空间 )， 如 果 没 有 这 样 的 子 空间 , 则 令 UV 是 在 了 下 不 变 
的 2 维 子 空间 (由 5.24 可 知 , 1 维 或 2 维 的 不 变 子 空间 总 是 存 
在 的 ). 

如 果 dimU = 1, 则 在 UV 中 取 一 个 范 数 为 1 的 加 量 ; 这 
个 向 量 就 是 UV 的 规范 正 交 基 , Tlr 的 和 矩阵 当然 是 1 x 1 矩阵 . 
如 果 dimU = 2, 则 Tlv 是 正规 的 (由 7.18), 但 不 是 自 伴 的 ( 否 
则 , Tlu 以 及 工 就 会 有 非 零 本 征 向 量 ; 参见 7.12), 于 是 可 取 C 的 
规范 正 交 基 使 得 Tir 关于 此 茹 的 矩阵 具有 7.26 的 形式 (参见 
7.15). 

现在 Ut 在 了 下 是 不 变 的 , 并 且 了 lo 是 Cd 上 的 正规 算 
子 (参见 7.18). 因而 由 归纳 法 假设 , V+ 有 规范 正 交 基 使 得 Tl 
关于 此 其 的 矩阵 具有 我 们 想 要 的 形式 . 把 这 个 基 添 加 到 UV 的 基 
就 得 到 V 的 规范 正 交 基 , 并 且 7 关于 此 基 的 矩阵 具有 我 们 想 要 
的 形式 . 


387.4 正 算 子 


对 于 算 子 Te L(V), 如 果 工 是 自 伴 的 , 并 且 对 所 有 vw ET 
都 有 


(Tv,v) > 0， 


则 称 工 为 正 的 (positive). 注意 到 , 若 V 是 复 向 量 空间 , 则 了 
自 伴 的 条 件 可 以 去 掉 (由 7.3). 


87.4 


你 应 该 验证 , 正 交 投影 都 是 正 的 .至 于 其 他 例子 , 看 一 下 
7.11 的 证 明 , 其 中 我 们 证 明了 : 车 Te L(V) 是 自 伴 的 , 并 且 
0,B ER 使 得 oa? < 46, 则 T?+aT+BI 是 正 的 . 


算 子 5 称 为 算 子 了 的 平方 根 (square root), 如 果 5S2==T 

例如 , 者 Te CE3) 是 由 T(z1,z2,23) 二 (z3,0,0) 定义 的 算 子 ， 
Ue C(E3) 是 由 5(z1, z2,23) -= (22,z3,0) 定义 的 算 子 , 则 5 是 工 
二 的 平方 根 . 


下 面 的 定理 是 关于 正 算 子 的 主要 结果 . 注意 到 正 算 
子 的 刻画 与 C 中 非 负 数 的 刻画 是 对 应 的 . 具体 地 , 复数 z 非 负 
当 且 仅 当 它 有 非 负 平方 根 , 这 对 应 于 下 面 的 条 件 (c). 此 外 , z 非 
负 当 且 仅 当 它 有 实 的 平方 根 , 这 对 应 于 下 面 的 条 件 (d)， 最 后 ， 
z 非 负 当 且 仅 当 有 复数 w 使 得 > = ww， 这 对 应 于 下 面 的 条 
件 (e). 


7.27 定理 : 设 Te L(V), 则 下 列 等 价 : 


(a) 三 是正 的 ; 

(b) 了 是 自 伴 的 , 且 工 2 
(c) 了 有 正平 方 根 ; 

(d) 人 有 自 伴 的 平方 根 ; 

(e) 有 算 子 Se L(V) 使 得 T= 5*5S. 


证 明 : 我 们 将 证 明 (a) 才 > (b) 坟 (0) 过 (d) 之 (e) 之 (a). 
首先 假设 (a) 成 立 , 因此 工 是 正 的 . 显然 工 是 目 伴 的 (根据 
正 算 子 的 定义 ). 为 证 (b) 中 的 其 他 结果 , 设 入 是 了 的 本 征 值 , vw 
是 了 的 相应 于 和 的 非 零 本 征 癌 量 , 则 
0 < (Twvw,v) 
= (Av,v) 


= 和 UV)， 


于 是 和 是 非 负数 . 因此 (b) 成 立 . 
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在 菜 种 意义 上 ， 
正 算 子 相 应 于 
[0, co) 中 的 数 ， 
因 此 在 术语 上 
更 应 该 称 之 为 
非 负 的 而 不 是 
正 的 . 然而 , 算 
子 理 论 学 家 始 
终 称 之 为 正 算 
子 , 因此 我 们 将 
沿袭 这 个 传统 . 
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正 算 子 可 能 有 
无 穷 多 个 平方 
根 (但 是 其 中 
只 有 一 个 是 正 
的 ).， 例如 ， 若 
dimV > 1， 则 
Y 上 的 恒 等 算 
子 就 有 无 穷 多 
个 平方 根 


现在 假设 (b) 成 立 , 因此 了 是 自 伴 的 , 并 且 了 的 所 有 本 征 值 
都 是 非 负 的 . 由 谱 定理 (7.9 和 7.13), V 有 一 个 由 了 的 本 征 向 量 
组 成 的 规范 正 交 基 (el,… ,en). 设 相应 的 本 征 值 为 NA ,入 ,,， 
则 每 个 和 ; 都 是 非 负 数 . 定义 Se L(V) 如 下 


大 
96j 一 VANeji 了 = 1 


那么 你 应 该 验证 , 5 是 正 算 子 ， 进一步 . 对 每 个 ; 都 有 S?e; = 
Mje; = Te;, 由 此 可 得 6 是 T 的 正平 方 根 ， 故 4c) 
成 立 . 

显然 (c) 蕴含 (d) (因为 , 由 定义 知 正 算 子 都 是 自 伴 的 ). 

现在 假设 (d) 成 立 , 即 有 V 上 的 自 伴 算 子 5S 使 得 了 = S52. 
那么 卫 = 5*5 (因为 5* = 5), 故 (e) 成 也. 

最 后 , 假设 (e) 成 立 . 设 Se L(V) 使 得 T= 5*S, 则 T* = 
(S*S)* = S*(S*)* = 6*5 = 了 ,故人 是 自 伴 的 . 为 证 (a) 成 立 ， 
注意 到 对 每 个 veV 都 有 


(ve OU 
(Sv, Sv) 


0 
于 是 , 工 是 正 的 . 图 


每 个 非 负数 都 有 唯一 一 个 非 负 平方 根 .下 一 个 命题 表明 正 算 
子 也 具有 类 似 的 性 质 . 根据 这 个 命题 , 我 们 可 以 采用 记号 VT 来 
表示 正 算 子 了 唯一 的 正平 方 根 , 正如 Va 表示 非 负 数 和 唯一 的 
非 负 平方 根 . 


7.28 命题 : V 上 每 个 正 算 子 都 有 唯一 一 个 正平 方 根 . 

证 明 : 设 Te L(V) 是 正 的 , 并 设 和 1,… ,和 Nm 表示 了 人 的 所 
有 互 不 相同 的 本 征 值 ; 因为 了 是正 的 , 所 以 这 些 数 都 非 负 (由 
7.27). 因为 工 是 自 伴 的 , 所 以 由 7.14 可 得 


7.29 V =nu(T AT)@...BnullT 一 xm. 
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现在 设 Se L(V) 是 了 的 正平 方 根 , 并 设 a 是 5 的 本 征 值 . 
若 v Enull(S 一 Qa7D), 则 Sw = ao, 从 而 


7.30 Tu = Sv = ov, 


故 ve nul(T - a2. 于 是 a? 是 了 的 本 征 值 , 由 此 可 知 o2 必 


定 等 于 某 个 A;. 也 就 是 说 , 有 某 个 ; 使 得 a = VA;. 进一步 , 由 
7.30 可 得 
7.31 null(S — VANT) C null(T — AN;1). 


我 们 在 上 一 段 证 明了 ,Ss 的 本 征 值 只 能 是 VAi,… ,Vv 
因为 5S 是 目 伴 的 , 所 以 由 7.14 可 得 


7.32 VY 一 null(9 一 VANDO:...@Bamul(S 一 VAXm DT) 


现在 , 由 7.29, 7.32 以 及 7.31 可 知 , 对 每 个 ; 都 有 


null(S — VA;T) = null(T ~ NT). 


也 就 是 说 , 在 null(T 一 入 1) 上 , 算 子 5 的 作用 相当 于 乘 以 VAj. 
于 是 , 工 的 正平 方 根 5 是 由 了 唯一 确定 的 . 


87.5 等 距 同 构 
算 子 5 < Sh. V) 称 为 等 距 同 构 (isometry), 如 果 对 所 有 wv < 


V 都 有 


lsoll = |vll. 
也 就 是 说 , 算 子 是 等 距 同 构 当 且 仅 当 它 保 范 数 . 例如 , 当 和 EF 


满足 |A| = 1 时 ,AT 是 等 距 同 构 . 更 一 般 地 , 设 和 1,… 


,和 n 都 是 


绝对 值 为 1 的 标量 , (ei,… ,en) 是 V 的 规范 正 交 基 , Se L(V) 
满足 S(e;) = Mej. 对 于 vey, 由 6.17 可 知 


7.33 1 (v, €1)e1 十 ，…- 
而 且 
7.34 lol = |(v, en| + 


把 S 作用 到 7.33 的 两 端 可 得 


二 + (V, en)en, 


a [(v, en)| 


在 希腊 语 中 ， 
isos 的 意思 是 
相等 ; metron 
的 意思 是 度量 . 
因此 isometry 
(等 距 同 构 ) 的 
字面 意思 就 是 
度量 相等 . 
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实 内 积 空间 
上 的 等 距 同 构 
通常 称 为 正 区 
(orthogonal) 
算 子 . 复 内 积 空 
间 上 的 等 距 同 
构 通 常 称 为 四 
(unitary) 算 
子 .我 们 将 采用 
等 距 同 构 这 个 
术语 ， 因 此 我 
们 的 结果 对 于 
实 内 积 空间 和 
复 内 积 空间 都 
可 用 . 


Sv = (U, el)9el 十 要 十 (en)Sen 


一 Ali(V,el)el 十 … :十 和 nen)en. 
根据 | 和 ;| = 1, 上面 最 后 的 等 式 表明 


7.35 LSvll? = |(w, ed + .+ 1(v, en)l. 


比较 7.34 和 7.35 可 得 lv = |1Svl|. 也 就 是 说 , 5 是 等 距 同 构 . 


又 如 , 设 geR, 则 R22 上 (以 原点 为 中 心 ) 反 时 针 旋 转 0 角 
度 所 确定 的 算 子 是 等 距 同 构 (你 应 该 找 出 这 个 算 子 关于 及 2 的 
标准 基 的 和 矩阵). 


者 9 < L(V) 是 等 距 同 构 , 则 3 是 单 的 (因为 , 者 Su -= 0 
则 lol = jiSvl = 0, 故 wv = 0). 于 是 每 个 等 距 同 构 都 可 逆 (由 
SOL) 


下 一 个 定理 提供 了 等 距 同 构 的 若干 等 价 条 件 . 这 些 等 价 条 
件 有 一 些 重要 解释 . 特别 地 , (a) 和 (b) 的 等 价 性 表明 等 距 同 构 
保 内 积 . 由 于 (a) 蕴含 (d), 从 而 若 9 是 等 距 同 构 而 (ei,:… ,en) 
是 V 的 规范 正 交 基 , 则 5 (关于 此 基 ) 的 矩阵 的 列 是 规范 正 交 的 ; 
又 因 (e) 蕴含 (a), 故道 命题 也 成 立 . 因为 (a) 等 价 于 条 件 (i) 和 
(j), 所 以 在 上 一 句 话 中 也 可 用 “ 行 ” 代替 “ 列 ”. 


7.36 定理 : 设 Se L(V), 则 下 列 等 价 : 


(a) 9 是 等 距 同 构 ; 

(b) 对 所 有 u,v EV, 都 有 (Su, Sv) = (wv); 

(c) 5*5 = 

(d) 车 (el,… ,en) 是 中 的 规范 正 交 向 量 组 , 则 (Se1,… ， 
Sen) 是 规范 正 交 的 ; 

(e) V 有 规范 正 交 基 (e1,:.… ,en) 使 得 (Sei1,:… ,Sen) 是 规 
范 正 交 的 ; 

(f) S* 是 等 距 同 构 ; 

(g) 对 所 有 u,v EV, 都 有 (S*u,S*v) = (u,v); 
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1 

() 著 (e1l,… ,en) 是 V 中 的 规范 正 交 向 量 组 , 则 (S*e1,.…， 
S*en) 是 规范 正 交 的 ; 

(j) V 有 规范 正 交 基 (ei1,..… ,en) 使 得 (S*el,.… ,S*en) 是 
规范 正 交 的 . 


证 明 : 首先 假设 (a) 成 并 . 如 果 V 是 实 内 积 空间 , 那么 对 每 
个 u,v EV 都 有 


(Su Sv) = (|Su+ Svll? ~ Su — Svll2)/4 
= (|S(w + ol -lS(w — vl?)/4 
= (ut wl ~ lle ~ vl)/4 
= (人 


其 中 第 一 个 等 式 可 以 由 第 6 章 习 题 6 推出 , 第 二 个 等 式 可 以 由 
9 的 线性 推出 , 第 三 个 等 式 成 立 是 因为 9 是 等 距 同 构 , 而 最 后 的 
等 式 也 是 由 第 6 章 习 题 6 推出 的 . 若 V 是 复 内 积 空间 , 则 用 第 
6 章 的 习题 7 代替 习题 6 可 以 得 到 同样 的 结论 . 无 论 哪 种 情况 ， 
都 有 (a) 蕴含 (b). 

现在 假设 (b) 成 立 , 则 对 任意 u,v eV 都 有 


((S*S — Tu,v) = (Su, Sv) — (u,v) 
二 0. 


取 wv = (S*5 -了 w 可 得 , 6*S -了 工 = 0. 因此 5*5 = 了, 这 就 证 明 
了 (b) 纺 含 (c). 
现在 假设 (c) 成 立 . 设 (ei,… ,en) 是 V 中 的 规范 正 交 问 


二。 量 组 , 则 
(Sej, Sexr) = (5 Sej, er) 
= (€j, ek). 
因此 , (Se1,… , Sen) 是 规范 正 交 的 , 这 就 证 明了 (c) 草 含 (d) 
显然 (d) 强 含 (e). 


现在 假设 (e) 成 立 . 设 (el,… ,en) 是 V 的 规范 正 交 基 使 
得 (Sel,.… ,Sen) 是 规范 正 交 的 . 者 v eV, 则 
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ISv|* = |S((v, ei)ei + .+ (v,en)en)ll’ 
二 上 |(v,e1)Sei 十 .… 十 (v9， en)Sen|| 
要 |(v, en)l’ I oem 


其 中 第 一 个 和 最 后 一 个 等 式 由 6.17 推出 . 开 方 即 知 5 是 等 距 同 
构 , 这 就 证 明了 (e) 缠 含 (a). 

已 证 (a) 地 (b) 坟 (9= (d)=3 (ej 汪 (a), 于 是 , 从 (a) 到 (e) 
都 互相 等 价 . 用 5S* 代替 9 可 知 , 从 (f) 到 (j) 都 互相 等 价 . 因 
此 , 为 了 完成 证 明 , 只 需 证 明 从 (a) 到 (e) 的 条 件 之 一 等 价 于 从 
(f) 到 (j) 的 条 件 之 一 . 联系 这 两 组 条 件 最 容易 的 办 法 就 是 证 明 
(c) 等 价 于 (4). 一 般 地 , S 当然 不 必 和 5* 交换 . 然而 , 5*5S = 了 
当 且 仅 当 $5* = 了 这 是 第 3 章 习 题 23 的 一 种 特殊 情况 . 于 是 
(c) 等 价 于 (h). 区 


上 面 这 个 定理 证 明了 每 个 等 距 同 构 都 是 正规 的 (参见 7.36 
中 的 (a), (c), (h)). 于 是 , 正规 算 子 的 刻画 可 以 用 来 给 出 等 距 同 
构 的 完全 描述 . 我 们 要 在 以 下 两 个 定理 中 做 这 件 事 . 


7.37 定理 : 设 V 是 复 内 积 空间 , SE L(V), 则 S 是 等 距 同 构 当 
且 仅 当 5 的 本 征 值 的 绝对 值 都 是 1, 而 且 V 有 一 个 由 5 的 本 征 
向 量 组 成 的 规范 正 交 基 . 


证 明 : 我 们 已 经 证 明 (参见 本 节 第 一 段 ), 如 果 5 的 本 征 值 
的 绝对 值 都 是 1, 而 且 V 有 一 个 由 5 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 
交 基 , 则 5 是 等 距 同 构 . 

为 了 证 明 另 一 个 方面 , 假设 5 是 等 距 同 构 . 由 复 谱 定理 
(7.9), V 有 一 个 由 5 的 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 (ei1,:… ,en)， 
对 十 7 & {1,… ,n}, 设 Xi; 是 相应 于 e; 的 本 征 值 , 则 


1 = Aejll = llSej;l| = lleyl| = 1. 


于 是 , 9 的 每 个 本 征 值 的 绝对 值 都 是 1. 加 
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如果 9 e R, 那么 你 应 该 验证 , 在 R2? 上 (以 原点 为 中 心 ) 道 
时 针 旋 转 9 角度 所 确定 的 算 子 关于 标准 基 有 和 矩阵 7.39. 下 一 个 


”结果 表明 实 内 积 空间 上 的 等 距 同 构 由 以 下 三 部 分 组 成 : 一 部 分 


类 似 于 2 维 子 空间 上 的 旋转 , 一 部 分 等 于 恒 等 算 子 , 一 部 分 相当 


“和 盾 = 于 乘 以 -1 


7.38 定理 : 假设 V 是 实 内 积 空间 , SE L(V), 则 5S 是 等 距 同 构 


1 当 且 仅 当 V 有 一 个 规范 正 交 基 使 得 关于 此 基 S 有 分 块 对 角 怎 


阵 , 其 中 对 角 线 上 的 每 个 块 都 是 由 1 或 一 1 构成 的 1xLIL 纸 阵 ， 
或 者 是 如 下 形式 的 2x2 短 阵 


cos0 一 Sinlb 
7.39 


| ， 0 € (0,7). 
Sinl cos 

证 明 : 首先 假设 5S 是 等 距 同 构 . 因为 5 是 正规 的 , 所 以 由 
7.25 可 知 , V 有 规范 正 交 基 使 得 S 关于 此 基 有 分 块 对 角 算 阵 , 其 
中 每 个 块 都 是 1 x 1 矩阵 或 如 下 形式 的 2 x 2 窍 阵 


a —b 
7.40 ; b>0. 
b a 


如 果 入 是 5 (关于 上 述 基 ) 的 矩阵 对 角 线 上 1 x 1 矩阵 的 元 
素 , 那么 存在 基 向 量 e 使 得 Se; = Ae;. 因为 5 是 等 距 同 构 , 所 
以 |A| = 1. 于 是 , 入 = 1 或 入 = -1, 因为 只 有 这 两 个 实数 的 绝对 
值 是 1. 


现在 考虑 位 于 S 的 矩阵 的 对 角 线 上 形 如 7.40 的 2 x 2 给 阵 . 
有 基 问 量 €j,€i+1 使 得 


Sej = Q€j Dej+1. 
于 是 
1= lejll? = 15sejl2 = o2 +0?. 


青 由 b> 0 知 , 存在 9€ (0,7) 使 得 a = cos0, b= sin0. 


因而 矩阵 7.40 具有 所 要 求 的 形式 7.39, 这 就 完成 了 这 个 方 
问 的 证 明 . 


这 个 定理 意味 
着 奇数 维 实 内 
积 空 间 上 的 等 
距 同 构 一 定 有 
本 征 值 1 或 
i 
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反之 , 假设 了 有 规范 正 交 基 使 得 5 关于 此 基 的 矩阵 具有 定 
理 所 要 求 的 形式 . 于 是 有 直 和 分 解 


V=UB::..:BUn, 
其 中 每 个 U; 都 是 V 的 1 维 或 2 维 子 空间 . 进一步 , 任意 两 个 
属于 不 同 U; 的 同 量 都 是 正 交 的 , 并 日 每 个 So 都 是 把 U0; 映 到 
U; 内 的 等 距 同 构 . 着 we V, 则 有 
V = Wi 二 二 Um 
其 中 wj; € Uj;. 把 5S 应 用 到 上 式 并 取 范 数 可 得 
Sv = Sw + + Sumll? 


=|Swll + + lSumll 


= wl + … + lwmll’ 
于 是 , 5 是 等 距 同 构 . 


87.6 ” 极 分 解 与 奇异 值 分 解 


回想 一 下 我 们 在 C 和 L(V) 之 间 做 的 类 比 . 按照 这 个 类 比 ， 
一 个 复数 z 相应 于 一 个 算 子 T, 而 z 相应 于 T*. 实数 相应 于 
目 伴 算 子 , 而 非 负数 相应 于 (不 恰当 地 所 谓 ) 正 算 子 . C 的 另 一 
个 重要 的 子 集 是 单位 圆 , 它 由 所 有 满足 |z| = 1 的 复数 z 组 成 . | 
条 件 |z| = 1 等 价 于 zz = 1. 按照 我 们 的 类 比 , 这 相应 于 条 件 
7*T = 也, 等 价 于 了 是 等 距 同 构 (参见 7.36). 也 就 是 说 , C 中 的 
单位 圆 相 应 于 全 体 等 距 同 构 . 

继续 我 们 的 类 比 , 注意 到 每 个 非 零 复 数 > 都 可 以 写成 如 下 


形式 
的 中 后 玫 


其 中 第 一 个 因子 , 即 z/|z|, 是 单位 圆 中 的 元 素 . 这 种 类 比 使 我 们 


猜 到 , 任何 算 子 Te C(V) 都 可 以 写成 一 个 等 距 同 构 和 VT*T 的 
乘积 . 我 们 现在 就 来 证 明 这 个 猜测 确实 是 对 的 . 


7.41 极 分 解 (Polar Decomposition): 如 果 Te L(V), 则 有 一 
个 等 距 同 构 SE L(V) 使 得 


A Dy Es 
证 明 : 假设 Te L(V). 若 veV, 则 


Tvl = (Tv, Tv) 
= (T*Tw, v) 
= (VT*TVT*Tw, v) 
= (VT*Tv, VT*Tw) 


= |VT*Twll?. 
于 是 , 对 所 有 wv EV 都 有 
7.42 [Tl = ||vT*Twll. 


定义 线性 映射 51 : range VT*T 一 rangeT 如 下 


了 .43 Si(VT*Twv) = Tw. 


证 明 的 要 点 是 把 5S 扩张 成 一 个 等 距 同 构 Se L(V), 使 得 了 = 
SVT*T. 现在 来 看 具体 证 明 . 

首先 必须 验证 5S1 的 定义 是 合理 的 . 为 此 , 假设 v1,v2 eV 

使 得 VT*Tv1 = VT*Tv2s. 为 使 7.43 给 出 的 定义 有 意义 , 我 们 
1 ”必须 证 明 Tv = Tvz. 然而 ， 


上 wa = Tw2l| = |T(v1 — vo) 
/ = |VFTFCoa -oa 
- = |vVT*Tv1 一 VTY*T wa 
i 


其 中 第 二 个 等 式 成 立 是 由 于 7.42， 上 式 证 明了 Tw1 = To 故 
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如 果 你 知道 一 
点 复 分 析 , 那么 
你 就 会 认识 到 
与 复数 的 极 坐 
标的 类 比 : 每 
个 复数 都 可 以 
写成 ef'r, 其 中 
6 € |0,2m)， 而 
且 r" 之 0， 注 
意 到 e 在 单位 
辕 上 相应 于 5 
是 等 距 同 构 , 而 
7 是 非 负 的 相 
应 于 了 T*T 是 正 
算 子 . 
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在 余下 的 证 明 51 的 确 是 定义 合理 的 . 你 应 该 验证 51 是 线性 映射 
中 , 我 们 要 做 的 由 7.43 可 知 , 51 把 range VT*T 映 到 range 上 . 显然 , 由 
就 是 把 51 扩张 ”7.42 和 7.43 可 知 , 对 所 有 we range VT*T 都 有 Siwl|| = wll 
成 整个 V 上 的 ” 特别 地 , S51 是 单 的 . 于 是 , 对 51 应 用 3.4 可 得 
一 个 等 距 同 构 二 
oS dim range VT*T = dim rangel. 
这 意味 着 dim(range VT*T)+ = dim(rangeT)+ (参见 第 6 章 习 题 
15). 于 是 , 可 取 (range VT*7)- 的 规范 正 交 基 (ei1,:… ,em) 及 
(range 了 7)” 的 规范 正 交 基 (了 1，,… , fi,); 关键 是 这 两 个 规范 正 交 
基 的 长 度 相 同 . 定义 线性 映射 52 : (range VT*T)+ 一 (range 了 T)+ 
如 下 
S2(Qielt+ :+amem) =afit+:…+amfm. 
显然 , 对 所 有 w es (range VT*T)-+ 都 有 5zwl| = eol 
现在 设 5 是 V 上 的 算 子 , 并 设 它 在 range VT*T 十 和 5S1 相 
等 , 而 在 (range VT*T)+ 上 和 S$。 相等 . 更 准确 地 说 , 因为 每 个 
v EV 痢 可 以 唯一 地 写成 


7.44 2 一 1 十 也， 


其 中 we range VT*T,2w € (range VT*T)+ (参见 6.29), 所 以 按 
照 上 述 分 解 , 对 于 ve V, 可 以 定义 Sv 如 下 


SV = 91 亿 十 9210. 
对 每 个 veV 都 有 
DV ED SLY 


故 了 = SVT*T. 还 需要 证 明 5 是 等 距 同 构 . 然而 , 这 很 容易 由 
义 股 定理 得 到 : 车 v eV 已 经 分 解 成 7.44 的 形式 , 则 
1Svll? = |Siu + S2rw)l? 
= Su 十 Su 
一 ul 十 lo 人 
= |e 作 ， 
其 中 第 二 个 等 式 成 立 是 由 于 Siu e rangeT, 92w € (rangeT)+. 
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极 分 解 (7.41) 说 的 是 , V 上 的 每 个 算 子 都 是 一 个 等 距 同 构 
和 一 个 正 算 子 的 乘积 . 于 是 , V 上 的 每 个 算 子 都 可 以 写成 两 个 算 
子 之 积 , 这 两 个 算 子 都 来 自我 们 已 经 完全 描述 , 并 且 能 够 比较 好 
地 理解 的 算 子 类 . 7.37 和 7.38 描述 了 等 距 同 构 ; 谱 定 理 (7.9 和 

7.13) 描述 了 正 算 子 (它们 都 是 自 伴 的 ). 
Me 具体 地 , 设 T= SVT*T 是 Te L(V) 的 极 分 解 , 其 中 5 是 

: 等 距 同 构 , 则 V 有 规范 正 交 基 使 得 9 关于 此 基 有 对 角 和 矩阵 ( 若 
F = C), 或 者 有 分 块 对 角 算 阵 , 其 中 每 个 块 的 大 小 都 不 超过 2x2 
(车 F = R), 并 且 V 还 有 规范 正 交 基 使 得 VT*T 关于 此 基 有 对 
角 和 矩阵 . 要 注意 : 未 必 有 规范 正 交 基 使 得 S 和 VT*T 的 矩阵 同 
时 具有 这 么 好 的 形式 (对 角 和 矩阵 或 由 较 小 的 块 组 成 的 分 块 对 角 
矩阵 ). 也 就 是 说 , 5 需要 一 个 规范 正 交 基 , 而 VT*T 可 能 需要 另 
一 个 不 同 的 规范 正 交 基 . 

设 Te LV). 工 的 奇异 值 (singular value) 就 是 VT*T 的 

本 征 值 , 而 且 每 个 本 征 值 和 都 要 重复 dim null(7*T 一 AT) 次 . 因 
为 了 的 奇异 值 都 是 正 算 子 VT*T 的 本 征 值 , 所 以 它们 都 非 负 . 
例如 , 若 Te L(F4) 定义 如 下 


7.45 T(zi, 22, Z3, 24) = (0, 321, 222, —324), 
那么 你 应 该 验证 , T*T(z1, zo, z3, 24) = (9z1, 4z2,0,9z4). 于 是 
VT*T(z1, Z2, Z3, 24) = (321, 222, 0, 324)， 
并 且 V7T*T 的 本 征 值 是 3,2,0. 显然 ， 
dimnull(VT*T ~ 31) = 2, dimnull(VT*T — 21)=1, 
/ dim null VT*T = 1. 


因此 , 了 的 奇异 值 是 3,3,2,0. 你 应 该 验证 , 在 这 个 例子 中 ,了 的 
本 征 值 只 有 -3 和 0. 

把 谱 定 理 和 5.21 (尤其 是 (e)) 用 于 正 算 子 ( 故 自 伴 ) VT*T 
可 知 , 每 个 Te L(V) 都 有 dimV 个 奇异 值 . 例如 , 我 们 在 前 一 
段 看 到 , 在 4 维 疝 量 空间 F4 上 , 由 7.45 定义 的 算 子 四 有 4 个 
奇异 值 (它们 是 3, 3, 2, 0). 

下 一 个 结果 表明 , V 上 的 每 个 算 子 都 可 以 通过 它 的 奇异 值 
和 了 的 两 个 规范 正 交 基 很 好 地 描述 . 
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这 个 证 明 就 是 
极 分 解 用 途 的 
例证 . 


7.46 育 异 值 分 解 (Singular-Value Decomposition): 设 Te 
L(V) 有 坷 异 值 s1,… ,sn, 则 有 Y 的 两 个 规范 正 交 基 (e1,…， 
en) 和 (f1,… ,fn) 使 得 对 每 个 vEV 都 有 


7.47 Tw = si(v,e)fi + sn(v, en)f,. 
证 明 : 对 VT*T 应 用 谱 定 理 (也 参看 7.14), 则 V 有 规范 正 


交 基 (el …， ,enj 使 得 VT*Te; 一 §j@j) 了 一 了 ) 11. 对 每 个 
v EV 都 有 (参见 6.17) 


v 一 (U,el)el 十 … :十 (en)en. 
把 VT*T 作用 到 这 个 等 式 的 两 端 , 则 对 每 个 we Y 都 有 
VT*Ty = s1(vV,€1)e1+ .+ Sn(v, en)en. 


由 极 分 解 (7.41), 有 等 距 同 构 Se L(V) 使 得 T= SVT*T. 把 5 
作用 到 上 式 两 端 , 则 对 每 个 ve V 都 有 


Tw = s1(vV,e1)Selt:+ sn(V,en)Sen. 


对 每 个 j, 令 六 = Se;. 因为 9 是 等 距 同 构 , 所 以 (f1,… , 太 
是 V 的 规范 正 交 基 (参见 7.36) 上 式 现在 就 变 成 


Tver(v enfin(UV Een) vEV. 硬 


我 们 在 研究 从 一 个 器 量 空间 到 另 一 个 癌 量 空间 的 线性 映射 
时 , 讨论 了 线性 映射 关于 第 一 个 向 量 空 间 的 基 和 第 二 个 癌 量 空 
间 的 基 的 征 阵 . 在 研究 算 子 ( 即 从 一 个 向 量 空间 到 其 自身 的 线性 
映射 ) 时 , 我 们 几乎 总 是 让 同一 个 基 扮 演 这 两 种 角色 . 

奇异 值 分 解 给 了] 我们 一 个 少 有 的 机 会 : 讨论 算 子 关于 两 个 
不 同 基 的 矩阵 . 为 此 , 设 Te L(V), s1,… ,sn 表示 了 的 所 有 奇 
弄 值 , 并 设 (e1,… ,en) 和 (f1,… ,ff,) 都 是 V 的 规范 正 交 基 
使 得 奇异 值 分 解 7.47 成 立 , 则 显然 有 
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AT (el , en), ( 开 , fn)) = 


0 Sn 


也 就 是 说 , 只 要 允许 我 们 在 处 理 算 子 时 使 用 两 个 不 同 的 基 , 而 不 
是 像 通常 那样 只 使 用 单独 的 一 个 基 , 那么 V 上 每 个 算 子 关于 V 
的 某 些 规范 正 交 基 就 都 有 对 角 窍 阵 . 

奇异 值 和 奇异 值 分 解 有 很 多 应 用 (习题 中 给 出 了 一 些 ), 包 
括 在 计算 线性 代数 中 的 应 用 . 为 了 计算 一 个 算 子 的 奇异 值 的 数 
值 近似 值 , 首先 计算 T* 了 T, 然后 计算 T*T 的 近似 本 征 值 (计算 正 
算 子 的 近似 本 征 值 有 很 好 的 技术 ). 7T*T 的 这 些 (近似 ) 本 征 值 
的 非 负 平方 根 就 是 的 (近似 ) 奇异 值 (正如 在 7.28 的 证 明 中 
所 见 ). 也 就 是 说 , 不 需要 计算 T*T 的 平方 根 , 就 能 得 出 了 的 近 
似 奇异 值 . 
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习 是 


1. 按照 下 面 的 定义 , P2(R) 是 内 积 空间 ， 


> S ee 
ee 
ey a 3 


AD 9) -| p(x)g(z)dz. 


定义 Te LZ(P>(R)) 使 得 了 (co 十 QG12 十 QT”) S01 
(a) 证 明 工 不 是 自 伴 的 . 
(b) T 关于 基 (1, zx, 7) 的 矩阵 是 


OO 一 号 
OO 一 OO 


0 
0 
0 


虽然 了 不 是 上 自 伴 的 , 但 是 这 个 矩阵 却 和 它 的 共 轿 转 置 
相等 . 解释 为 什么 这 并 不 矛盾 . 
证 明 或 举 反 例 : 有 限 维 内 积 空间 上 的 两 个 目 伴 算 子 之 积 是 
目 伴 的 . 


，(a) 证 明 : 车 V 是 实 内 积 空间 , 则 V 上 的 自 伴 算 子 之 集 是 
L(V) 的 子 空间 
(b) 证 明 : 车 V 是 复 内 积 空间 , 则 Y 上 的 自 伴 算 子 之 集 不 
是 L(V) 的 子 空间 . 


Ne 


CO 


4. 设 Pe L(V) 使 得 P? = P. 证 明 P 是 正 交 投影 当 且 仅 当 PP 
是 自 伴 的 . 

5. 证 明 : 车 dimV zz 2, 则 V 上 的 正规 算 子 之 集 不 是 L(V) 的 
子 空间 . 


6. 证 明 : 车 Te L(V) 是 正规 的 , 则 


rangeT = rangeT.. 
7. 证 明 : 阁 Te LV) 是 正规 的 , 则 对 每 个 正 整 数 都 有 


nulT* = nullT, rangeT* = range. 


1 2， 


13; 


. 证 明 没 有 自 伴 算 子 Te C(R3) 能 使 得 


T(1,2,3) = (0,0,0),，T(2,5,7) = (2,5,7). 


. 证 明 : 在 复 内 积 空 间 上 , 一 个 正规 算 子 是 自 伴 的 当 且 仅 当 


它 的 所 有 本 征 值 都 是 实 的 . 


, 设 Y 是 复 内 积 空间 , Te C(Y) 是 正规 算 子 使 得 79 = Ts. 


证 明了 是 目 伴 的 , 并 且 2 = 了 . 


. 设 V 是 复 内 积 空间 证 明 V 上 每 个 正规 算 子 都 有 平方 根 


( 算 子 Se L(V) 称 为 Te L(V) 的 平方 根 (square root)， 
如 果 52 = 了.) 


给 出 实 内 积 空 间 V, 算 子 TE L(V) 以 及 满足 a2 < 46 的 实 
数 a, 0B, 使 得 T? 十 aT 十 81 不 可 道 . 


证 明 或 人 誉 反例 : V 上 每 个 目 伴 算 子 都 有 立方 根 . ( 算 子 5 < 


“L(V) 称 为 Te L(V) 的 立方 根 (cube root), 如 果 53 = 了.) 


14. 


15. 


16. 


二 7 


18. 


19. 


设 Te L(V) 是 自 伴 的 , Ee FF,e >0. 证 明 , 车 有 weV 使 
得 |Ivl| = 1, 并 且 


Tw — Mvl| < e， 


则 工 有 本 征 值 X 使 得 | 入- X| < e. 

设 U 是 有 限 维 实 问 量 空 间 , 并 且 了 es L(V). 证 明 UV 有 一 个 
由 了 的 本 征 向 量 组 成 的 基 当 且 仅 当 存 在 U 上 的 内 积 使 得 
T 是 自 伴 算 子 . 


给 出 一 个 内 积 空间 上 的 算 子 T 使 得 了 有 一 个 不 变 子 空间 ， 
但 是 它 的 正 交 补 在 T 下 却 不 是 不 变 的 . 

证 明 V 上 的 两 个 正 算 子 之 和 是 正 的 . 

证 明 : 者 Te L(V) 是 正 的 , 则 对 每 个 正 整数 k, T* 都 是 正 
设 了 是 六 上 的 正 算 子 . 证 明 工 可 道 当 且 仅 当 对 每 个 we 
V\{0} 都 有 


159 


习题 9 (对 于 正 
规 算 子 ) 强化 
了 自 伴 蔓 子 与 
实数 之 间 的 类 
比 . 


这 个 习题 表明 ， 
即使 对 于 实 向 
量 空间 , 7.11 中 
了 自 伴 的 假设 
也 是 必要 的 . 


这 个 习题 说 明 ， 
如 果 没 有 了 正 
规 的 假设 ，7.18 
就 不 成 立 . 
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习题 24 表明 ， 
如 果 把 了 写成 
等 距 同 构 与 一 
个 正 算 子 之 积 
(犹如 在 极 分 解 
中 )， 则 此 正 算 
子 必 为 VT*T. 


20. 
2 


22 


23. 


24. 
25. 
26. 


2 


(Tw,v) > 0. 


证 明 或 反驳 : F? 上 的 恒 等 算 子 有 无 穷 多 个 自 伴 的 平方 根 . 


证 明 或 举 反 例 : 若 Se L(V), 并 且 Y 有 规范 正 交 基 (ei,:…， 
en) 使 得 对 每 个 e; 都 有 |iSej|| = 1, 则 5 是 等 距 同 构 . 


证 明 : 车 9 e C(R3) 是 等 距 同 构 , 则 有 非 零 回 量 = < R35 使 
得 S2z 一. 


定义 TeL(F?) 如 下 
了 (zl 22, 23) = (23, 221, 322). 
求 出 一 个 等 距 同 构 5 e L(F3) 使 得 T= SVT*T. 


设 Te LV), Se L(V) 都 是 等 距 同 构 , 并 且 RE L(V) 是 
正 算 子 使 得 全 = SR. 证明 R= VT*T. 


设 Te L(V). 证 明 工 可 道 当 且 仪 当 有 了 唯一 一 个 等 距 同 构 
Se L(V) 使 得 T= SvT*T. 


证 明 : 车 了 ee L(V) 是 自 伴 的 , 则 了 的 奇异 值 等 于 人 的 本 
征 值 的 绝对 值 (适当 重复 ). 


证 明 或 举 反例 : 者 Te L(V), 则 22 的 奇异 值 等 于 了 的 奇 
措 值 的 平方 . 


. 设 Te L(V). 证 明 工 可 逆 当 且 仅 当 0 不 是 工 的 奇 弄 值 . 
. 设 Te L(V). 证 明 dimrange7T 等 于 T 的 非 零 奇异 值 的 个 


数 . 


. 设 5 e L(V). 证 明 5 是 等 距 同 构 当 且 仅 当 5 的 所 有 奇异 


值 都 等 于 1. 


. 设 了 ,Tse L(V). 证 明了 元 和 7T 有 同样 的 奇异 值 当量 仅 当 


有 等 距 同 构 S1, 52 € L(V) 使 得 41 一 .017292. 


. 设 Te L(V) 有 奇异 值 分 解 


Tv = $1(v,e1)fi+ + Sn(vV,en)f,, v EV, 


习 题 161 


其 中 s1,.… ,sn 是 工 的 所 有 奇异 值 , (el ,en) 和 (万 ， 
f,) 都 是 V 的 规范 正 交 基 . 
(a) 证 明 : 对 每 个 ve V 都 有 


Tv = s1(v, fi)elt+ ++ sn(v, fn)en. 
(bp) 证 明 : 和 若 了 可逆 , 则 对 每 个 we Y 部 有 


和 要 (v, fi)el me (0, frien 
51 Sn 
33. 设 Te L(V). 令 5 表示 TT 的 最 小 奇异 值 , s 表示 了 的 最 大 
奇异 值 . 证 明 对 每 个 ve V 都 有 


引 w| < zol < slloll. 


34. 设 T',T” € L(V). 令 s' 表示 T' 的 最 大 奇异 值 ， s' 表示 
7” 的 最 大 奇异 值 , s 表示 T' + 7T” 的 最 大 奇异 值 . 证 明 s < 


A 


后 
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本 章 将 更 深入 地 研究 复 辣 量 空间 上 算 子 的 结构 , 这 里 用 不 
到 内 积 , 因此 我 们 义 回 到 了 一 般 的 有 限 维 向 量 空 间 (而 不 是 特殊 
的 内 积 空 间 ) 的 情形 . 于 是 本 章 作 如 下 假设 : 


We RR 或 C. / 

V 是 下 上 的 有 限 维 非 零 向 量 空间 .| 

本 章 中 的 有 些 结果 在 实 向 量 空间 上 也 成 立 , 因而 我 们 并 未 
仅仅 假设 V 是 复 向 量 空 间 ， 本 章 的 一 些 结果 只 对 复 向 量 空间 
的 情形 给 出 了 证 明 , 我 们 将 在 下 一 章 给 出 其 中 大 部 分 结果 在 实 
向 量 空间 上 的 类 似 结果 的 证 明 . 因为 复 向 量 空间 上 的 证 明 通 党 
比 实 向 量 空间 上 的 类 似 证 明 要 简单 ， 所 以 我 们 首先 处 理 复 向 量 


空间 . 


洲 米 炒米 六 
六 六 六 


~* 
~* 
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88.1 广义 本 征 向 量 


有 些 算 子 因为 没有 足够 多 的 本 征 向 量 而 没有 一 个 好 的 描述 。 “| 
因此 , 本 节 将 引入 广义 本 征 向 量 的 概念 , 这 一 概念 对 算 子 结构 的 
描述 起 着 重要 作用 . i 

为 了 理解 为 什么 本 征 向 量 不 够 多 , 我 们 来 考察 如 何 通过 算 
子 定义 域 中 的 不 变 子 空间 分 解 来 描述 这 个 算 子 . 取 定 Te L(V)， 
为 了 描述 T, 我 们 想 要 找到 一 个 “好 的 ” 直 和 分 解 


8.1 V =UVUi®@:….@Un, 


其 中 每 个 U; 都 是 V 在 7 下 的 不 变 子 空间 . 可 能 存在 的 、 最 简 
单 的 非 零 不 变 子 空间 是 一 维 的 . 分 解 8.1 中 的 每 个 UV; 都 是 在 了 
下 不 变 的 一 维 子 空间 , 当 且 仅 当 了 有 一 个 由 人 的 本 征 向 量 组 成 
的 基 (参见 5.21), 当 上 且 仅 当 V 有 如 下 分 解 


8.2 V=n0lT- ADOG...@nmlT- MD), 


其 中 AN ,Am 是 工 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 值 (参见 5.21). 

上 一 章 我 们 证 明了 , 内 积 空 间 上 的 每 个 自 伴 算 子 都 有 形 如 
8.2 的 分 解 (参见 7.14). 可 异 的 是 , 即使 在 复 疝 量 空 间 上 , 形 如 
8.2 的 分 解 对 更 一 般 的 算 子 也 可 能 不 成 立 . 5.19 所 给 出 的 算 子 就 
是 一 个 例子 , 它 没有 足够 多 的 本 征 问 量 使 得 8.2 成 立 . 我 们 现在 
要 引入 的 广义 本 征 阿 量 将 会 弥补 这 种 不 足 . 本 章 的 主要 目标 是 
要 证 明 : 如 果 V 是 复 问 量 空间 , 并 且 了 es L(V), 那么 


3 
| 
i 


We i at bee 


V =n0(T ADV @...@ nT — M1) mY, 


其 中 和 1,… ,Xm 是 人 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 值 (参见 3.23). 
设 Te L(V), 并 旦 和 是 工 的 本 征 值 . 对 于 同 量 we V, 如 
果 存 在 正 整 数 ; 使 得 


8.3 (T — AI)w = 0， 


则 称 v 是 工 的 相应 于 和 的 广义 本 征 向 量 (generalized eigen- 
vector). 注意 , 了 的 每 个 本 征 癌 量 都 是 7 的 广义 本 征 癌 量 (在 
上 面 的 等 式 中 取 7 = 1), 但 反之 不 成 立 . 例如 , 如 果 全 e C(C3) 
定义 为 


T(z1, 22, 23) = 〈z2)0, z3)， 


那么 , 对 所 有 zz Ee C 都 有 T?2(zi, z2,0) = 0. 因此 C3 中 最 后 
一 个 坐标 等 于 0 的 元 素 都 是 了 的 广义 本 征 向 量 . 你 应 该 验证 


C3 一 {(z1, 22,0) : Z1,22 EC 四 1{100,z3) : z3 € C}, 


其 中 右 端 的 第 一 个 子 空间 等 于 该 算 子 相应 于 本 征 值 0 的 广义 本 
征 疝 量 之 集 , 第 二 个 子 空间 等 于 该 算 子 相应 于 本 征 值 1 的 广义 
本 征 问 量 之 集 . 我 们 将 在 本 章 后 面 证 明 , 复 向 量 空 间 上 的 每 个 算 
子 都 有 一 个 由 广义 本 征 问 量 所 给 出 的 分 解 (参见 8.23). 

显然 三 义 本 征 癌 量 定义 中 的 ; 可 以 是 任意 正 数 , 但 是 我 们 
很 快 就 会 看 到 , 每 个 广义 本 征 疝 量 都 满足 形 如 8.3 的 方程 而 且 其 
中 的 j 等 于 V 的 维 数 . 要 证 明 这 一 点 , 现在 我 们 来 讨论 算 子 芷 
的 零 空 间 . 

设 Te L(V), 并 且 大 是 非 负 整数 ， 如果 Thw = 0, 那么 
T+t1ly = 了 T(T%w) = 7T(0) = 0. 因此 nul 7T* Cnull7T*+1. 也 就 是 
说 ， 


8.4 {0} = null TocnulTlic...cnaullT*cnulT*tic... 


.下 一 个 命题 是 说 , 如 果 在 这 个 子 空间 序列 中 有 相 邻 的 两 项 相等 ， 
那么 此 后 的 所 有 项 都 相等 . 


8.5 命题 : 如 果 卫 < L(V), 并 且 m 是 一 个 非 负 整数 使 得 
null T7m 一 null T™+1 那么 


nulTucnul7Tlc.. .Cnul7m 一 nulTm+l 一 nulT7m+2 一 .. 


证 明 : 设 了 se L(V), m 是 一 个 非 负 整数 使 得 null Tm = 
null T™+1 并 设 大 是 正 整 数 . 往 证 


null TTHE 一 null T™+HE+L. 


我 们 已 经 知道 null TT+* C null Tm+k+1. 要 证 明 另 一 个 方向 的 
包含 关系 , 设 we null T™+*+1 则 
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注意 , 我 们 没有 
定义 广义 本 征 
值 的 概念 , 因为 
这 样 不 会 得 到 
任何 新 东西 . 理 
由 是 : 如 果 对 
某 个 正 整 数 7， 
(全 一 AT)7 不 是 
单 的 , 那么 人 一 
AT 也 不 是 单 的 ， 
因此 入 是 了 的 
本 征 值 . 
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0 一 Tm+tkt+1,, a TB i | 
因此 | 
Tky € null Tm+l = null T™. | 


于 是 0 = ov Pg, 一 : Ty 即 we null T™+E. 由 此 得 | 1 


null TTHERTL Cnull TmHK. 虽 


上 面 的 命题 引出 一 个 问题 : 是否 存 在 非 负 整数 m， 使 得 
null T™ = nul T™+1? 下 面 的 命题 表明 ， 这 个 等 式 至 少 在 mm 
等 于 了 的 定义 域 的 维 数 时 成 立 ， 


8.6 命题 ， 如果 TE L(V), 那么 


null TdimV ~ null Tdim We null Tdim VR 


证 明 : 设 Te Z(V). 只 需 证 明 null TdmY = null Tdim V+1 
(由 8.5). 假设 不 然 , 则 由 8.5 得 


{0} = nul T° S null T'! CGC...Cnull T'dimV S null Tdim Lt 


其 中 符号 GC 的 意思 是 “包含 于 , 但 是 不 等 于 ”. 在 上 述 链 中 的 每 
个 严格 包含 关系 处 , 维 数 至 少 增加 1. 因此 dim nuli TdimY+l > 
dim 六 十 1, 矛盾 , 这 是 因为 Y 的 子 空 间 的 维 数 不 可 能 大 于 dim V. 


加 
现在 我 们 得 到 了 许 语 过 的 关于 广义 本 征 向 量 的 描述 . 


这 个 推论 说 明 ， ”8.7 推论 : 设 TEeL(V), 并且 入 是 人 的 本 征 值 , 则 了 的 相应 于 
TE L(V) 相应 ”入 的 广义 本 征 向 量 之 集 等 于 null (T 一 A 和 T)dimV. 


于 本 征 值 入 的 

广义 本 征 向 量 证 明 : 者 veEnull (人 -和 X 站 dm7 , 则 vv 显然 是 人 的 相应 于 和 
之 集 是 V 的 子 ”的 广义 本 征 向 量 (由 广义 本 征 向 量 的 定义 ). 

空间 . 有 反之 , 设 v eV 是 T 相应 于 和 的 广义 本 征 向 量 , 则 存在 正 


整数 j 使 得 
v € null (T 一 入 门 7. 


由 8.5 和 8.6 (以 T-AIT 代 蔡 T) 得 venul(T-ADdinVv. 国 
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一 个 算 子 称 为 才 零 的 (niljpotent), 如 果 它 的 某 个 震 等 于 0 
例如 ,下 面 定 义 的 算 子 N € C(E4) 


N(z1, 22, 23, 24) = (23, 24, 0,0) 


是 窜 零 的 , 因为 N? = 0. 又 如 , Pi (BR) 上 的 微分 算 子 是 肾 零 的 ， 
这 是 因为 任何 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 的 m+ 1 阶 导 数 都 等 于 
0. 注意 , 在 这 个 m + 1 维 空间 上 , 我 们 需要 把 军 零 算 子 白 乘 到 
m 十 1 次 蜗 才 能 得 到 0. 下 一 个 推论 表明 , 不 需要 用 到 比 空间 的 
维 数 更 高 的 帘 . 


8.8 推论 : 设 Ne L(V) 是 委 零 的 , 则 NdimV = 0. 


证 明 : 因为 N 是 窜 零 的 , 所 以 V 中 每 个 向 量 都 是 相应 于 本 
征 值 0 的 广义 本 征 向 量 . 由 此 利用 8.7 即 得 null NdimY 二 V. 时 


前 面 讨论 了 算 子 窜 的 零 空 间 , 现在 考虑 值 域 . 设 了 e L(V)， 
并 且 大 是 非 负 整数 . 如 果 w < rangeT*+1, 则 有 w eV 使 得 


w= Ttly = T*(Tvw) ErangeT 
由 此 得 rangeT*+1 C rangeT*. 也 就 是 说 ， 


VY = range DrangeT! DO...D rangeT" DrangeT e+ OD... 


“下面 的 命题 表明 , 在 上 式 中 , 一 旦 指数 达到 了 V 的 维 数 , 包含 就 


变 成 了 相等 . 


8.9 命题 : 若 Te L(V), 则 
range TimVY 一 range TemYV+1 一 range 工 OH 
证 阴 : 我 们 本 可 以 从 头 来 证 明 , 但 我 们 更 愿意 利用 已 经 证 明 
过 的 关于 零 空 间 的 相应 结果 . 设 m > dimV, 则 


dimrange7 ~ dimV — dimnull 7™ 
=dimV — dimnull To™Y 


= dimrange To™Y, 


其 中 第 一 个 和 第 三 个 等 式 由 3.4 得 到 , 第 二 个 等 式 由 8.6 得 到 . 已 


拉丁 词 nil 的 
意思 是 无 或 者 
零 ; 拉丁 词 po- 
tent 的 意思 是 
项 . 于 是 nilpo- 
tent 的 字面 意 


零 空间 的 相应 
包含 关系 (8.4) 
与 此 恰好 相反 . 
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如 果 了 关于 某 
个 基 恰 好 具有 
对 角 短 阵 4, 那 
么 你 应 该 验证 ， 
入 在 4 的 对 角 
线 上 恰好 出 现 
dim null (T—AT) 
次 . 


经 知道 range TmV D rangeT™, 刚刚 又 证 明了 dim rangeTdimV 
一 dimrangeT™, 故 rangeTamV = rangeT™. 加 


§8.2 ”特征 多 项 式 


设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 Te L(V). 我 们 知道 , V 有 基 使 
得 工头 于 此 基 有 上 三 角 甜 阵 (参见 5.13). 一 般 来 说 , 这 个 矩阵 
不 是 唯一 的 一 一 人 可 能 关于 V 的 很 多 不 同 的 基 都 具有 上 三 角 
矩阵, 而 这 些 上 三 角 和 矩阵 可 能 是 不 同 的 . 但 是 , 这 些 和 矩阵 的 对 角 
线 上 一 定 都 恰好 包含 了 人 的 所 有 本 征 值 (参见 5.18). 因此 , 如 
果 荆 有 dimV 个 不 同 的 本 征 值 , 那么 每 个 本 征 信 在 了 的 任何 上 
三 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 一 定 都 恰好 出 现 一 次 . 

如 果 人 的 互 异 本 征 值 的 个 数 少 于 dimy 会 怎么 样 呢 ? 这样 
的 情况 常常 会 出 现 , 此 时 每 个 本 征 值 在 了 的 任何 上 三 角 和 矩阵 的 
对 角 线 上 一 定 都 至 少 出 现 一 次 , 但 是 其 中 必然 有 一 些 会 重复 . 一 
个 取 定 的 本 征 值 重复 的 次 数 与 V 的 基 的 选取 有 关 吗 ? 

你 可 能 会 猜测 , 一 个 数 入 在 了 的 一 个 上 三 角 和 矩阵 的 对 角 
线 上 恰好 出 现 dimnull (T 一 AT) 次 ， 一 般 来 说 ， 这 是 不 对 的 . 
例如 , 考虑 C2? 上 的 一 个 算 子 , 它 关 于 标准 基 的 矩阵 为 上 三 角 


矩阵 
5 1 
0 51 


对 于 这 个 算 子 有 dimnull (T 一 57) = 1, 而 5 在 对 角 线 上 出 现 两 
次 . 但 是 要 注意 , 对 于 这 个 算 子 有 dimnull (了 一 51)? = 2. 这 个 
例子 阐明 了 一 种 普遍 情况 一 一 数 和 在 TT 的 一 个 上 三 角 和 矩阵 的 
对 角 线 上 恰好 出 现 dim null (T 一 和 DSPY 次 , 这 正 是 我 们 在 下 面 
的 定理 中 将 要 证 明 的 . 因为 null (T - ADdamy 仅 依 赖 于 工 和 六 
而 不 依赖 于 基 的 选取 , 这 说 明 本 征 值 在 7 的 上 三 角 和 矩阵 的 对 角 
线 上 出 现 的 次 数 和 特定 的 基 的 选取 无 关 . 这 个 结果 将 成 为 我 们 
分 析 复 向 量 空间 上 算 子 的 结构 的 主要 工具 . 
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”8.10 定理 : 设 了 E L(V), 并 且 入 € 了, 则 对 V 的 每 个 使 得 
T 具有 上 三 角 天 阵 的 基 ， 和 在 了 的 矩阵 对 角 线 上 都 恰好 出 现 
dimnull (全 一 X7)cGmY 次 . 


证 明 : 不 失 一 般 性 , 设 和 = 0 (如 果 在 这 种 情况 下 证 明了 定 
理 , 以 了 - XT 代替 便 可 以 得 到 一 般 情 况 的 证 明 ). 
为 了 方便 , 令 n= dimV. 我 们 通过 对 nw 用 归纳 法 来 证 明 这 
个 定理 . 车 n = 1, 则 结果 显然 成 立 . 因此 假设 n > 1, 并 设 结果 
对 维 数 为 n 一 1 的 空间 成 立 . 
设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 , 使 得 T 关 于 此 基 有 上 三 角 和 矩阵 ”回想 一 下 , 短 阵 


3 中 星 号 经 常用 
| > 来 表示 未 知 的 
8.11 四 l 或 者 我 们 不 关 
A 心 的 元 素 . 
0 pe 


| 


设 U = span(v1,… ,vn-_!1)， 显然 过 在 了 下 是 不 变 的 (参见 
5.12), 并 且 Tlr 关于 基 (v1,… ,vn_1) 的 矩阵 为 


入 1 * 


0 Mn-_1 


因此 , 由 归纳 法 假设 , 0 在 8.12 的 对 角 线 上 出 现 dim null (Tl|vu)"-! 
次 .我 们 知道 null (Tlo"-1 = nul (To (因为 UD 的 维 数 为 
n 一 1; 参见 8.6), 于 是 


8.13 0 在 8.12 的 对 角 线 上 出 现 dim null (Tlu)” 次 . 


根据 ,是否 为 0 分 两 种 情况 来 证 明 . 首先 考虑 和 关 0 的 
情况 . 往 证 在 这 种 情况 下 有 
8.14 null 7 C 7 
一 旦 证 明了 这 一 点 , 就 会 知道 nul T” = null (Tlu)*, 从 而 , 由 
8.13 知 , 0 在 8.11 的 对 角 线 上 恰好 出 现 dim null T” 次 , 这 样 就 


完成 入, 去 0 的 情形 的 证 明了 . 
因为 M(T) 是 由 8.11 给 出 的 , 所 以 
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二 i 
EA rN 


MI(T") = M(T)" = | / 
Ne 
| 0 和 \n 


即 存 在 ez 使 得 


1 
要 证 明 8.14 (仍然 假设 和 关 0), 设 ve null 7". 我 们 可 以 拒 w 
写成 
V = U 二 avn, 
其 中 ee U,aeF. 因此 


0=T™v = T&F+aT vn = 1 w+ au + a vn. 


因为 T" 习 和 au 都 包含 于 U, 并 且 un 4U, 所 以 ao” = 0. 再 
由 和 关 0 可 得 a = 0. 于 是 v= 入 eV, 这 就 完成 了 8.14 的 证 
明 ， 
现在 考虑 入, = 0 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 往 证 
8.15 dimnull 7T™ = dimnull (Tlvu)”+1, 
再 利用 8.13 就 可 以 完成 入 , = 0 的 情形 的 证 明 . 
利用 两 个 子 空间 之 和 的 维 数 公 式 (2.18) 可 得 
dimnull 7™* = dim(UVU Nnull 7T”)+dim(U 十 nul77) 一 dm 
= dinnull (Tlv)? + dim(V +nul T*)— (n—1). 
假如 我 们 能 够 证 明 null T" 包含 一 个 不 属于 UV 的 同 量 , 那么 
n=dimV >dim(UV+null 7T™*) > dimU=n-1, 
由 此 得 dim(U + null 7T"*) = n, 再 结合 上 面 关 于 dim null T” 的 
公式 即 得 8.15. 于 是 , 要 完成 证 明 只 和 需 证 明 null 7T? 包含 一 个 不 
属于 U 的 向 量 . 
考虑 如 何 才 能 找到 一 个 包含 于 null T" 而 不 包含 于 UU 的 问 
量 . 可 以 试 试 如 下 形式 的 问 量 
UW — Vn,) 


其 中 we U. 至 少 我 们 可 以 保证 这 样 的 问 量 不 在 U 中 , 能 不 能 
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找到 wu e U 使 得 上 式 中 的 向 量 在 aull T* 中 昵 ? 计算 
Tm(u — vn) = Tw — Ton. 
为 使 上 面 的 向 量 等 于 0, 必须 选取 (如 果 可 能 的 话 ) we U 使 得 
Tu = Tnon 如果 T"w,, e range(Tluy)", 就 能 够 做 到 这 一 点 . 因 


为 3.11 是 1 天 于 (V1, oe | 的 和 矩阵， 所 以 70 < U (回想 一 
下 , 我 们 现在 讨论 的 是 和 = 0 的 情况 ). 因此 


Ton = T™ (Ton Erange(Tz) = range(Tlv)", 


其 中 最 后 一 个 等 式 由 8.9 得 到 . 也 就 是 说 , 确实 可 以 取 到 we U 
使 得 -ve null T". 可 


设 Te L(V). 工 的 本 征 值 和 的 重 数 (multiplicity) 定义 为 ”我 们 对 重 数 的 
相应 于 和 的 广义 本 征 问 量 所 构成 的 子 空间 的 维 数 . 也 就 是 说 , 了 定义 显然 和 
的 本 征 值 的 重 数 等 于 dim null (T 一 AT)simV. 如 果 人 关于 Y 的 几何 性 质 有 
的 某 个 基 有 上 三 角 和 矩阵 (在 下 := C 时 总 是 出 现 ), 那么 和 的 重 数 。” 关 . 大 部 分 教 
就 是 和 在 这 个 矩阵 的 对 角 线 上 出 现 的 次 数 (由 上 一 个 定理 ). 材 利 用 由 行列 


作为 重 数 的 例子 , 考虑 如 下 定义 的 Te L(F3) 式 所 定义 的 多 

项 式 的 根 的 重 

8.16 T(z1, 22, 23) = (0, z1, 523). 数 来 定义 重 数 . 
z 这 两 种 定义 实 


你 应 该 验证 , 0 是 了 的 重 数 为 2 的 本 征 值 , 5 是 7 的 重 数 为 1 的。 际 上 是 等 价 的 . 
本 征 值 , 并 且 了 没有 其 他 本 征 值 . 又 如 , 若 算 子 Te C(E3) 的 算 
阵 为 


6 
8.17 0 
0 


OO © A 


7 
7 |， 
7 


那么 6 是 T 的 重 数 为 2 的 本 征 值 , 7 是 工 的 重 数 为 1 的 本 征 值 
(由 定理 8.10 得 ). 

在 上 面 的 每 个 例子 中 , 7 了 的 本 征 值 的 重 数 之 和 都 等 于 3, 即 
TT 的 定义 域 的 维 数 . 下 一 个 命题 表明 这 在 复 向 量 空间 上 总 成 立 . 
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大 部 分 教材 利 
用 行列 式 来 定 
义 特征 多 项 式 . 
这 里 所 采用 的 
方法 更 简单 , 并 
且 由 此 得 到 了 
饥 菜 - 哈 密 上 顿 定 
理 的 一 个 简单 
证 明 . 


“矩阵 


8.18 命题 : 设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 了 E L(V), 那么 人 的 所 
有 本 征 值 的 重 数 之 和 等 于 dimV. 


证 明 : 设 Y 是 复 问 量 空间 , 并 且 7 < L(V), 那么 上 有 基 
使 得 了 关于 此 基 有 上 三 角 拖 阵 (由 5.13). 和 的 重 数 等 于 入 在 ”性 
这 个 矩阵 的 对 角 线 上 出 现 的 次 数 (由 8.10). 因为 这 个 矩阵 的 对 
角 线 长 度 为 dimY, 所 以 了 的 所 有 本 征 值 的 重 数 之 和 一 定 等 于 


dim TY . 国 


设 Y 是 复 向 量 空间 , 并 且 T e L(V). 令 和 1,… ,Mm 表示 
7 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 值 . 令 dj; 表示 了 的 本 征 信 和 的 重 数 
多 项 式 


(2 — AA)E (2 Mn) 


称 为 了 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial) . 注意 到 ， 
T 的 特征 多 项 式 的 次 数 等 于 dim V (由 8.18). 显然 , 工 的 特征 多 
项 式 的 根 等 于 了 的 本 征 值 . 例如 , 8.16 所 定义 的 算 子 7 € C(C3) 
的 特征 多 项 式 等 于 z?(z 一 5). 

对 于 复 品 量 空间 上 算 子 的 特征 多 项 式 还 有 另 一 种 描述 . 设 
V 是 复 向 量 空 间 , 并且 Te L(V)， 考 虑 使 得 了 具有 上 三 角 


的 V 的 任意 一 个 基 . 由 8.10 立即 可 得 T 的 特征 多 项 式 为 


(z — A1).…(z ~— Mn). 


来 看 另 一 个 这 样 的 例子 , 如 果 Te C(C3) 是 一 个 矩阵 为 8.17 的 
算 子 , 那么 7 的 特征 多 项 式 等 于 (z -6)?(z 一 7). 

下 一 章 我 们 将 定义 实 向 量 空间 上 算 子 的 特征 多 项 式 , 并 且 
证 明 下 一 个 结果 对 实 向 量 空间 也 成 立 . 
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8.20 凯 莱 -哈密 顿 定 理 (Cayley-Hamilton Theorem): 设 V 
是 复 向 量 空间 , 了 E L(V), 并 设 g 表示 了 的 特征 多 项 式 , 那么 
q(T)=0. 


: 证 阴 : 设 (v1,… ,un) 是 V 的 基 , 使 得 了 关于 此 基 有 形 如 
3.19 的 上 三 角 和 矩阵 . 要 证 明 g(T) = 0, 只 需 证 明 g(T)vj = 0, 7 = 
1,.… ,n. 为 此 , 只 需 证 明 


是 


对 7 用 归纳 法 来 证 明 8.21. 首 先 , 设 7 = 1. 因 为 M(T,， 
(v1, i 由 8.19 给 出 ， 所 以 Tv1 一 和 111， 即 当 7 一 时 
8.21 成 立 . 


现在 设 1<j<n, 并且 


一 (T MT)v1 
一 (人 = AiT)(T > A2T7)v2 


二 (T -= A17) i (T 一 Mi-17)vj1. 


因为 MI(T, (v1, , Un)) 由 8.19 给 出 . 所 以 
(T' — AjT)v; € span(v1 


因此 , 由 归纳 法 假设 , (T 一 和 A171)… (TT 入 ;_17) 作用 在 (TAj;7)w; 
上 得 0, 即 8.21 成 立 . 图 


人 


88.3 ”鼻子 的 分 解 


前 面 我 们 看 到 , 即使 是 复 向 量 空间 上 的 算 子 , 其 定义 域 也 未 
必 能 分 解 成 一 些 由 算 子 的 本 征 向 量 组 成 的 不 变 子 空间 的 直 和 . 本 
节 我 们 将 会 看 到 , 每 个 复 向 量 空间 上 的 算 子 都 有 足够 多 的 广义 本 
征 疝 量 来 给 出 一 个 分 解 . 

前 面 我 们 观察 到 , 若 Te L(V), 则 null 工 在 TT 下 是 不 变 的 . 
现在 我 们 要 证 明 , T 的 任何 多 项 式 的 零 空 间 在 人 下 也 都 是 不 
变 的 . 


英国 数学 家 
饥 莱 (Arthur 
Cayley) 于 1842 
年 完成 了 他 的 
学 士 学 位 ,此 
前 他 已 经 发 
表 了 三 篇 数 
学 论文 . 爱 尔 
兰 数 学 家 哈 
密 顿 (William 
Hamilton) 于 
1827 年 成 为 教 
授 , 当时 他 只 有 
22 岁 ， 还 是 一 
个 本 科 生 | 


人 RT 
2 
or 

和 


174 第 8 章 复 向 量 空间 上 的 萌 子 


8.22 命题 : 如 果 T 了 TE L(V), 并 且 peEP(F), 那么 nullp(Z) 在 了 
下 是 不 变 的 . 


证 明 : 设 了 Te L(V), p € P(P), 并 设 wv € null p(T), 则 
p(T)v = 0. 因此 


io = Tp(T)v) = 7(0) =0, : 
从 而 To es null p(T). 于 是 nuli p(T) 在 人 下 是 不 变 的 . 局 


下 面 的 主要 结构 定理 说 明 , 复 问 量 空间 上 的 每 个 算 子 都 可 
以 看 成 是 由 几 部 分 组 成 的 ， 其 中 每 一 部 分 都 是 一 个 医 零 算 子 加 
上 恒 等 算 子 的 一 个 标量 倍 . 事实 上 , 我 们 已 经 完成 了 所 有 困难 的 
工作 , 所 以 现在 的 证 明 就 简单 了 . 


8.23 定理 : 假设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 TE L(V). 设 入 ,… ,Mm 
是 人 的 不 同 本 征 值 ,并且 中 ,:… ,Un 分别 是 相应 的 广义 本 征 向 
量 的 子 空 间 , 那么 

(a) V=U®@:.…@Un; 

(b) 每 个 万 在 人 下 都 是 不 变 的 ; 

(c) 每 个 (T 一 和 j 站 vu 都 是 舌 零 的 . 


证 明 : 注意 到 对 每 个 了 都 有 U; = null (T 一 A 和 jy1)dmV (由 
8.7). 由 8.22 ( 取 p(z) = (z- Xi)dmyY) 可 得 (b). 显然 , 由 定义 可 
得 (c). 

要 证 明 (a), 回想 一 下 , 和 ; 作为 人 的 本 征 值 的 重 数 定义 为 
dim U;. 这 些 重 数 之 和 等 于 dimV (参见 8.18); 因此 


8.24 dimV = dim Ui dim Uy,,. 
令 吕 = 疙 十 … 十 Um. 显然 U 在 TT 下 是 不 变 的 . 于 是 可 以 定义 
Se C(D) 为 
S=TIv. 
注意 到 5 与 了 具有 相同 的 本 征 值 , 并 且 重 数 相 同 , 这 是 因为 T 


的 所 有 广义 本 征 问 量 都 在 9 的 定义 域 UV 中 . 于 是 , 对 5 应 用 
8.18 可 得 


A 


dmz = dim 0 二: 二 dim Uy,,. 


再 结合 8 8.24 可 得 dimV = dimU. 因为 UV 是 V 的 子 空间 , 所 以 
V =UV. 也 就 是 说 


V Dr Dr 


一 “再 结合 8.24, 并 利用 2.19 即 可 得 (a). 国 


我 们 知道 , 复 向 量 空间 上 的 算 子 可 能 没有 足够 多 的 本 征 回 
量 来 组 成 定义 域 的 基 . 下 一 个 结果 表明 复 癌 量 空间 上 的 算 子 有 
足够 多 的 广义 本 征 癌 量 来 组 成 定义 域 的 基 . 


8.25 推论 : 设 了 是 复 向 量 空间 , 并 且 了 < L(V), 那么 YY 有 一 
个 由 了 的 广义 本 征 向 量 组 成 的 基 . 


证 明 : 给 8.23 中 的 每 个 U; 取 一 个 基 . 将 所 有 这 些 基 放 在 一 
起 就 得 到 V 的 一 个 由 了 的 广义 本 征 问 量 组 成 的 基 . 加 


给 定 V 上 的 算 子 了 , 我 们 想 要 找到 V 的 一 个 基 , 使 得 了 在 
此 基 下 的 年 阵 尽 可 能 简单 , 即 这 个 矩阵 包含 很 多 0. 首先 来 证 明 ， 
如 果 N 是 容 零 的 , 那么 可 以 取 Y 的 一 个 基 , 使 得 N 关于 此 基 


的 矩阵 有 一 半 以 上 的 元 素 都 等 于 0. 


8.26 引 理 : 设 N 是 V 上 的 轩 零 算 子 ,那么 V 有 一 个 基 使 得 N 
关于 此 基 的 给 阵 形 如 


这 里 对 角 线 上 和 对 角 线 下 方 的 元 素 都 是 0. 


证 明 : 首先 取 null N 的 一 个 基 , 将 它 扩充 成 null N?* 的 基 ， 
再 扩充 成 null N3 的 基 . 如 此 下 去 , 最 终 得 到 Y 的 一 个 基 (因为 
当 m 足够 大 时 有 null N™ = V). 
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如 果 人 是 复 向 
空间 , 那么 这 
个 引 理 的 证 明 
容易 由 本 章 的 
习题 6、5.13 和 
5.18 得 到 . 但 
是 这 里 的 证 明 
思想 要 比 5.13 
的 证 明 思 想 简 
单 , 并 且 对 实 向 
空间 和 复 向 
空间 都 适用 . 
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现在 我 们 来 考虑 NN 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 第 一 列 , 或 许 前 几 
列 , 全 部 由 0 组 成 , 因为 相应 的 基 癌 量 包 含 于 null N. 下 一 组 
列 来 自 null N? 中 的 基 向 量 . 任意 这 样 的 向 量 被 N 作用 后 都 是 
null N 中 的 向 量 ; 也 就 是 说 , 所 得 到 的 向 量 是 前 面 的 基 回 量 的 线 
性 组 合 . 因此 这 些 列 中 所 有 的 非 零 元 素 一 定 都 出 现在 对 角 线 的 。 - 
上 方 . 再 下 一 组 列 来 自 aull Na 的 基 辐 量 . 任意 这 样 的 问 量 被 N 
作用 都 是 auli N? 中 的 同 量 ; 也 就 是 说 , 所 得 到 的 向 量 是 前 面 的 
基 向 量 的 线性 组 合 . 于 是 , 这 又 表明 这 些 列 中 的 非 零 元 素 一 定 都 
出 现在 对 角 线 上 方 . 如 此 继续 下 去 即 可 完成 证 明 . 加 


a 
i . et 
i i 本 
站 i ET 
FEN CR TR i i 
TU 


注意 , 在 下 一 个 定理 中 , 7 的 矩阵 比 上 三 角形 式 的 矩阵 有 更 
多 的 零 . 


是 了 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 值 , 那么 上 有 一 个 基 使 得 了 关于 


: 

8.28 定理 : 假设 V 是 复 向 量 空 间 ， 并 且 了 了 扎 L(V). 设 入 1 ， 四 A | 
| 

此 基 有 如 下 的 分 块 对 角 甜 阵 


A 0 
0 A 
其 中 每 个 A; 都 是 如 下 形式 的 上 三 角 纸 阵 
| 
Aj 水 
8.29 光宇 | 
0 


证 明 : 对 7 = 1,… ,m, 设 U; 表示 由 TT 的 相应 于 入; 的 广义 
本 征 向 量 构成 的 子 空间 , 则 (T 一 和 j 了 中 |v, 是 寡 零 的 (参见 8.23(c)). 
对 每 个 j, 取 U; 的 一 个 基 使 得 (T - Aj 了 )|u, 关于 此 基 的 矩阵 形 
如 8.27. 于 是 , Tlu, 关于 此 基 的 矩阵 形 如 8.29. 将 这 些 U; 的 基 
放 在 一 起 就 组 成 V 的 一 个 基 (由 8.23(a)), 而 且 了 关于 此 基 的 
矩阵 就 具有 想 要 的 形式 . 加 
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88.4 平 方 根 


回想 一 下 , 算 子 Te L(V) 的 平方 根 是 一 个 算 子 , 5 € L(V)， 
满足 852 = T. 作为 上 一 节 中 主要 结构 定理 (8.23) 的 应 用 , 本 节 
将 证 明 复 向 量 空间 上 的 每 个 可 逆 算 子 都 有 平方 根 . 

每 个 复数 都 有 平方 根 , 但 复 向 量 空间 上 的 算 子 并 不 都 有 平 
方 根 . 本 章 习 题 4 给 出 了 C3 上 的 一 个 没有 平方 根 的 算 子 的 例 
子 . 我 们 很 快 就 会 看 到 , 这 个 特殊 算 子 的 不 可 逆 性 并 不 是 偶然 
的 . 首先 证 明 , 恒 等 算 子 加 上 一 个 寡 零 算 子 总 有 平方 根 . 


8.30 引 理 : 设 We L(V) 是 圭 堆 的 , 则 了 十 NM 有 平方 根 . 
证 明 : 考虑 函数 Vi 十 zx 的 泰勒 级 数 
8.31 Vii+z=1+az+t+asr 二:…. 


我 们 无 需 找 出 所 有 系数 的 显 式 公式 , 也 不 用 担心 这 个 无 限 ”因为 al = 1/2， 
和 是 否 收敛 , 因为 我 们 只 想 从 中 受到 启发 , 而 不 是 要 把 它 作为 正 ”所 以 这 个 公式 
式 证 明 的 一 部 分 . 表明 , 当 了 工 很 小 

因为 N 是 容 零 的 , 所 以 存在 正 整数 m 使 得 Nm = 0. 在 ”时 , 1 十 Xz/2 是 
8.31 中 , 如 果 用 N 替换 zx, 用 I 替换 1, 那么 右 端的 无 限 和 就 成 V1+Zz 的 一 个 
为 一 个 有 限 和 (因为 对 所 有 的 ; > m 都 有 Ni = 0). 也 就 是 说 ， ”很 好 的 估计 . 
可 以 猜测 I+ N 有 如 下 形式 的 平方 根 


TarN nN ey /es 


根据 这 个 猜测 , 试 取 ai, a2,… ,am-1 使 得 上 面 算 子 的 平方 等 于 
T 十 N. 现在 
(TaN+aaN +asN? +...+am_1N™ 1) 
=J +2a1N + (2a2 + a )N’ 十 (2a3s 十 2alaoz)N3 + 
十 (2am 1 hs 包含 CQ1;) QQmm 一 2 的 项 ) Nm 一. 
我 们 希望 上 式 的 右 端 等 于 T+ N. 于 是 , 取 ul 使 得 241 = 1 (从 


而 al = 1/2). 再 取 aa 使 得 2a2 十 a? = 0 (从 而 az = 一 1/8). 然 
后 再 取 as 使 得 上 式 右 端 N3 的 系数 等 于 0 (从 而 as = 1/16). 
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实 向 量 空间 上 
的 可 逆 算 子 未 
必 有 平方 根 . 例 
如 ，R 上 乘 以 
一 1 的 莫 子 没有 
平方 根 , 因为 任 
何 实 数 的 平方 
都 不 等 于 一 1. 


对 j= 4,… ,m 一 1 如 此 进行 下 去 , 每 一 步 都 解 出 一 个 o 使 
得 上 式 右 端 Ni 的 系数 等 于 0， 事实 上 , 我 们 并 不 关心 这 些 a， 
的 显 式 公式 ， 只 需 知道 这 些 a， 的 选取 能 够 使 得 了 + N 有 平 
方 根 . | 


一 个 引 理 对 实 向 量 空间 和 复 向 量 空间 都 成 立 , 但 下 一 个 
on \ 对 复 向 量 空间 成 立 . 


8.32 定理 : 设 了 是 复 向 量 空间 . 如 果 T 了 TE L(V) 是 可 递 的 , 那 
么 了 有 平方 根 . 


证 明 : 设 Te L(V) 是 可 逆 的 , 并 设 和 1,… ,Xm 是 TT 的 所 有 
互 不 相同 的 本 征 值 , ,…. ,Um 分 别 是 相应 的 广义 本 征 问 量 所 
构成 的 子 空间 . 对 每 个 7 都 存 在 -个案 零 算 子 Ni € L(U;), 使 
得 Ty = XIT+ Ni (参见 8.23(c)). 因为 了 是 可 道 的 , 所 以 每 个 
和 ; 都 不 等 于 0, 于 是 对 每 个 ; 都 有 


N; 
A ( 十 证 
Aj 


显然 N;/ 和 ; 是 索 零 的 , 于 是 了 + N;/ 和 A; 有 平方 根 (由 8.30). 用 复 
数 和 A; 的 一 个 平方 根 乘 以 了 + Nj;/ 和 ; 的 一 个 平方 根 就 得 到 工 |v 
的 一 个 平方 根 5;j. 

一 个 向 量 we V 可 以 唯一 地 写成 如 下 形式 


V = Wl + + Wm 


其 中 每 个 wj e U; (参见 8.23)， 利 用 这 个 分 解 ， 定义 算 子 5 < 
L(V) 如 下 


Sv = S11 6 Sm Um. 
你 应 该 验证 , 这 个 算 子 5 就 是 了 的 平方 根 . 图 


仿照 本 节 的 方法 ,你 应 该 能 够 证 明 : 如 果 V 是 复 向 量 空 
间 , 并 且 了 e L(V) 是 可 道 的 , 那么 对 每 个 正 束 数 k,T 都 用 
次 根 . 
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88.5 ” 极 小 多 项 式 


我 们 即将 看 到 , 给 定 有 限 维 向 量 空间 上 的 一 个 算 子 , 存在 唯 
一 作用 在 这 个 算 子 上 等 于 0 的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 . 这 个 多 
项 式 称 为 该 算 子 的 极 小 多 项 式 . 极 小 多 项 式 是 本 节 关 注 的 焦点 . 
设 TeL(V), 其 中 dimV =n, 那么 


(TT TR wa 


在 L(V) 中 不 可 能 是 线性 无 关 的 , 这 是 因为 L(V) 的 维 数 是 ne2 
(参见 3.20), 而 这 里 有 m2 十 1 个 算 子 . 设 m 是 使 得 


8.33 人 

线性 相关 的 最 小 的 正 整数 . 线性 相关 性 引 理 (2.4) 表明 在 上 述 组 

中 有 一 个 算 子 是 它 前 面 的 那些 算 子 的 线性 组 合 . 因为 m 被 取 成 

是 使 得 8.33 线性 相关 的 最 小 正 整 数 , 所 以 T™ 是 (7,7T,7T?,…， 

Tm™m-1) 的 线性 组 合 . 于 是 有 标量 a0,a1,az,… ,am_1 EF 使 得 
i ME PY ee gs 1T™ TT™ =0. 

标量 Q0,Q1)02)…… ,am-1 EF 的 选取 是 唯一 的 因为 如 果 有 两 种 

不 同 的 选取 就 与 m 的 取 法 矛盾 (将 上 述 这 种 形式 的 两 个 不 同 的 

等 式 相 减 , 将 得 到 一 个 比 8.33 更 短 的 线性 无 关 组 ). 多 项 式 


站 


称 为 了 的 极 小 多 项 式 (minimal polynomial). 它 是 使 得 p(T) = 


0 的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 pe P(F). 
例如 , 恒 等 算 子 了 的 极 小 多 项 式 是 z - 1. 你 应 该 验证 , F? 
上 具有 和 矩阵 [4] 的 算 子 的 极 小 多 项 式 是 20 -9z 十 z? 
显然 V 上 每 个 算 子 的 极 小 多 项 式 的 次 数 都 不 超过 (dim 也 )2. 
引 莱 -哈密 顿 定 理 (8.20) 告诉 我 们 , 如 果 V 是 复 向 量 空 间 , 那么 
V 上 每 个 算 子 的 极 小 多 项 式 的 次 数 最 多 为 dim V. 下 一 章 我 们 
将 看 到 这 一 显著 的 改进 对 实 同 量 空间 也 成 立 . 


首 一 多 项 式 
(monic poiy- 
nomial) 是 梢 
最 高 次 数 的 项 
多 项 式 ， 例如 ， 
2 十 3z2 十 2 是 
首 一 多 项 式 . 
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注意 , 由 4.1 立 
即 可 得 , (z 一 入 ) 
整除 多 项 式 g 
当 且 仅 当 入 是 
9 的 根 . 


称 多 项 式 pe P(F) 整除 (divide) 多 项 式 ve P(F), 如 果 
存在 一 个 多 项 式 s e P(F) 使 得 v = sp. 也 就 是 说 , p 整除 g 当 
且 仅 当 4.6 中 的 余 项 7 可 以 取 成 0. 例如 , 多 项 式 (1 + 3z)? 整除 
5 十 32z 十 57z2 十 18z3, 因为 5 二 32z 十 57z2 十 18z3 = (2z 十 5)(1 十 3z)2. 
显然 , 非 零 常数 多 项 式 整除 任意 多 项 式 . 


下 一 个 结果 完全 刻画 了 作用 在 一 个 算 子 上 等 于 0 的 多 项 


i 
Tw 


8.34 定理 : 设 TE L(V), qe P(F), 那么 q(T) =0 当 且 仅 当 了 
的 极 小 多 项 式 整 除 q. 


证 明 : 设 bp 是 工 的 极 小 多 项 式 . 
首先 证 明 容 易 的 一 方面 . 设 p 整除 g, 那么 存在 一 个 多 项 式 
s EP(F) 使 得 g = sp. 于 是 


要 证 明 另 一 个 方面 , 设 q(T) = 0. 由 带 余 除法 (4.5), 存在 多 
项 式 s,r e P(F) 使 得 


8.35 全 和 
并 且 degr < degp. 于 是 
0= 4g(7)= s(T)p(T)+7(7) = 7(7). 


因为 p 是 T 的 极 小 多 项 式 , 并 日 degr < degp, 所 以 由 上 式 可 得 
7 二 0. 因此 8.35 成 为 g = sp, 即 p 整除 g. EE 


现在 利用 一 个 算 子 的 极 小 多 项 式 来 描述 它 的 本 征 值 


8.36 定理 : 设 Te L(V), 那么 工 的 极 小 多 项 式 的 根 恰好 是 
的 本 征 值 . 
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证 了 明 : 设 


D(z) 一 ao 十 a12 十 0 和 5 十 十 am 12m 十 2 


是 了 的 极 小 多 项 式 . 
首先 , 设 入 eEF 是 wp 的 一 个 根 , 那么 了 的 极 小 多 项 式 可 以 
写成 如 下 形式 
D(z) = (2 — 和 )q(z), 
其 中 g 是 系数 在 下 中 的 首 一 多 项 式 (参见 4.1). 因为 p(T) = 0， 
所 以 对 所 有 vey 都 有 : 


0 = (T -AN((T)). 


又 因为 g 的 次 数 小 于 极 小 多 项 式 p 的 次 数 , 所 以 至 少 存在 一 个 
问 量 v eV 使 得 g(T)v 关 0. 于 是 由 上 面 的 等 式 可 知 , 入 是 了 的 
本 征 值 . 

要 证 明 另 一 个 方面 , 假设 Ae 焉 是 了 的 本 征 值 . 设 v 是 V 
中 的 一 个 使 得 Tw = 和 wv 的 非 零 向 量 . 用 了 反复 作用 等 式 两 端 可 
知 , 对 每 个 非 负 整 数 7 都 有 Tu = Xu. 因此 


0 一 DT)iu=(ao 十 ai7 十 有 T™)v 
= (go + a 和 A 和 + ao 二 + + am_iA 和 ”+ AT)v 
一 D(A)V 


因为 v 关 0, 所 以 由 上 面 的 等 式 得 p( 和 A) = 0. m 


假设 已 知 某 个 算 子 Te L(V) (关于 某 个 基 ) 的 和 矩阵 的 具体 
形式 . 为 求 了 的 极 小 多 项 式 , 对 mm = 1,2,…, 考虑 


(MI(7), M(T), M(T)’, 2 ,AM(T)™), 


直到 这 个 组 是 线性 相关 的 . 然后 求 标量 a0,ai,az,… ,am_1EF 
使 得 


QoM(T)+a M(T)+asM(T)?+: .+am_1M((T)™ +M(T)™ = 0. 


于 是 标量 Q0,Q1,02,……… ,Qm-_1,1 就 是 TT 的 极 小 多 项 式 的 系数 . 所 
有 这 些 都 可 以 利用 像 Gauss 消 元 法 这 种 熟悉 的 方法 来 计算 . 


你 可 以 把 它 看 
作 是 关于 m 个 
变量 a0, a1,:…， 
am 1 的 (dim V)? 
个 方程 组 成 的 
方程 组 . 
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例如 , 考虑 C5 中 具有 如 下 矩阵 的 算 子 7， | 
000 0 -3| 
1 0 0 0 6 
8.37 0 1 0 0 0 
0 010 0 ， 
0 0 0 1 9 


因为 这 个 矩阵 有 大 量 的 0, 所 以 这 里 不 需要 Gauss 消 元 法 . 只 需 
算出 M(T) 的 暴 , 并 注意 到 只 有 到 5 次 梭 时 它们 才 是 线性 相关 
的 . 通过 计算 可 知 , T 的 极 小 多 项 式 等 于 


8.38 A 


入 1 有 
Nee ee i Be 


现在 , 这 个 给 定 算 子 的 本 征 值 是 什么 呢 ? 由 8.36 知人 的 本 征 值 
等 于 下 面 方程 的 解 


2 一 6z 十 3=0. 


可 惜 这 个 方程 的 解 不 能 用 有 理 数 、 有 理 数 的 任意 次 根 以 及 通常 
的 四 则 运算 来 计算 (其 证 明 远 远 超 出 了 线性 代数 的 范围 ) 因此 
无 法 用 我 们 所 熟悉 的 形式 给 出 了 的 任何 本 征 值 的 精确 表达 , 但 
是 数值 方法 可 以 给 出 人 的 很 好 的 近似 本 征 值 , 比如 


_1.67 0.51， 1.40， -0.12+1.59i, —0.12— 1.591. 


我 们 在 这 里 不 讨论 数值 方法 . 注意 到 , 就 像 实 系数 多 项 式 的 非 实 
数 根 是 成 对 出 现 的 一 样 (参见 4.10), 非 实 数 本 征 值 与 其 复 共 斩 
也 是 成 对 出 现 的 . 

设 了 是 复 向 量 空间 , 并 且 了 e _C(V). 由 凯 莱 -哈密 顿 定理 
(8.20) 和 8.34 可 知 , 人 的 极 小 多 项 式 整 除 了 的 特征 多 项 式 . 这 
两 个 多 项 式 都 是 首 一 的 . 因此 , 如 果 了 的 极 小 多 项 式 的 次 数 为 
dimV, 那么 它 一 定 等 于 了 的 特征 多 项 式 的 次 数 . 例如 , 若 C5 上 
算 子 了 的 矩阵 为 8.37, 则 了 的 特征 多 项 式 和 了 的 极 小 多 项 式 
都 等 于 8.38. 


[] 上 
Re 
nn i en RR - 
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88.6 约 当 形 


我 们 知道 , 如 果 V 是 复 向 量 空间 , 那么 对 于 每 个 ec L(V)， 
y 都 有 一 个 基 使 得 了 关于 此 基 有 较 好 形式 的 上 三 角 和 矩阵 (参见 
3.28)、 本 节 将 会 得 到 更 好 的 结论 一 一 V 有 一 个 基 , 使 得 T 关于 
此 基 的 矩阵 除了 对 角 线 上 以 及 紧 位 于 对 角 线 上 方 的 直线 上 的 元 
素 之 外 , 其 余 元 素 都 为 零 

首先 来 描述 寡 零 算 子 . 例如 , 考虑 寡 零 算 子 N < L(F")， 


NILz1)…. jh) -= (0, z1，: A ,区 


如 果 v = (1,0,…… ,0), 那么 显然 (v, No … ,Nio) 是 En 的 
基 , 并 且 (N"-1iv) 是 1 维 子 空间 null N 的 基 . 
又 如 , 考虑 医 零 算 子 N € CUE5)， 


8.39 N (2z1, Z2, 23, 24) Z5) > (0, 之 1 22， 0, 24) 


与 上 一 段 所 讨论 的 才 零 算 子 不 同 , 对 于 这 个 顺 零 算 子 没有 问 量 
v € Fs 能 使 (w No, N2u, Nauv, N4o) 是 Fs 的 基 . 但 是 , 如果 
v1 = (1,0,0,0,0), va = (0,0,0,1,0), 那么 (v1, Nvi, N2v1, v2, 
Nw2) 是 Fs 的 基 , 并 且 (N?2wvi, Nua) 是 2 维 子 空间 null N 的 基 . 
设 N e L(V) 是 窜 零 的 . 对 每 个 非 零 向 量 v € V, 令 m(v) 
表示 使 得 Nmtoiuo 关 0 的 最 大 非 负 整数 . 例如 , 若 WeACF5) 是 显然 m(v) 依 
由 8.39 定义 的 , 那么 m(1,0,0,0,0) = 2. 赖 于 和 NN 和 vw， 
下 面 的 引 理 表明 , 每 个 寡 零 算 子 N ec L(V) 都 与 8.39 所 定 ”但 入 的 选取 在 
义 的 例子 性 质 相 似 , 这 是 因为 存在 有 限 个 向 量 v1,… ,ok Ee V， 上 下 文中 是 明 
使 得 形 如 Niwy 的 非 零 向 量 组 成 V 的 一 个 基 ; 这 里 > 从 1 取 到 ” 显 的 ， 
k， 而 ] 从 0 取 到 m(vr). 


8.40 引 理 : 如 果 Ne L(V) 是 加 零 的 , 那么 存在 向 量 V1, ,Vk E 
V 使 得 
(a) (vi, Vol , N™T(VD) ul， ,UR NUOR, , N™T(Vr) wy) 是 
V 的 基 ; 
(b) (Nmto)oi……，Nmtor)ukb) 是 null NN 的 基 . 
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证 明 : 设 N 是 壬 零 的 , 则 N 不 是 单 的 , 于 是 dimrange N < 
dimY (参见 3.21). 通过 对 Y 的 维 数 用 归纳 法 , 可 以 假设 引 理 对 
所 有 维 数 更 小 的 向 量 空 间 都 成 立 . 用 range N 代替 V, 并 且 用 
Nlrange N 代 蔡 N, 于 是 得 到 问 量 wl,… ,wj; Erange N, 使 得 区 

(ui Nu VC) ， ro Up , N™ (Vw;) ee | 

是 range N 的 基 ; 

i) (NT), Vein 是 aull NmrangeN 的 基 . 
因为 每 个 we range N, 所 以 可 取 v1,:… ,Vi EV 使 得 对 每 个 
7 都 有 Nw = ur. 注意 到 , 对 每 个 7 都 有 m(w-) = m(wr) 十 1. 


由 2.13 可 得 具 设 W 是 nuli N 的 子 空间 , 使 得 
子 空间 WW 的 存 8.41 nullN = (nul NNrange N)@W. 
在 性 . 


取 W 的 一 个 基 , 记 为 (wj41,… ,vk). 因为 wj ,vk Enul N， 
所 以 m(vj41) =… = m(vk) = 0. 

因为 已 经 构造 了 v1,… ,vk, 所 以 现在 需要 证 明 (a) 和 (b) 
成 立 . 首先 证 明 (a) 中 所 谓 的 基 是 线性 无 关 的 . 为 此 , 假设 


k 
8.42 0 一 > ， rs” (5 ), 


其 中 每 个 a, 。e F. 用 NN 作用 上 式 两 端 可 得 


k mt(vr) 


0 = > >》， ar sJVsf (vw) 


六 一 1  Ss=0 


了 7m(ur) 


> > ar,sN’ (Ur). 
r 二 1] ss 二 0 
由 上 式 和 (i) 得 or。=0， 1<rg7 0 和 s 乏 ml(ur)-1. 因此 ， 
8.42 化 简 为 下 面 的 等 式 


全 尘 al mw I N™ Tvl i Qjm(w ) N™ YD; 


十 Qj4+1,0V0j+1 十 十 Qk,0Uk. 


第 一 行 右 端的 项 都 包含 于 null nn range N, 第 二 行 的 项 都 包含 
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于 食 . 因此 , 由 上 式 和 8.41 可 得 


0=a1 mw ) N™ vw 人 ajm(w ) N™ vw; 


8.43 -=m N™ tam ) Nu 

以 及 

8.44 0 = gj41,00;41 十 -十 Qk0UK. 

现在 , 由 8.43 和 (i) 可 得 ol wo) = … = omluw) = 0. 因 


为 (ji+1) , Uk ) 是 WwW 的 基 ， 所 以 由 8.44 可 得 Qj+1,0 一 二 

ak.0 = 二 0. 从 而 , 所 有 的 a 都 等 于 0, 于 是 (a) 中 的 疝 量 组 是 线性 

无 关 的 
显然 , 由 (ii) 可 得 dim(null N Nn range N) = ij. 再 结合 8.41 

得 

8.45 dimnull N = k. 

显然 , 由 (i) 可 得 


8.46 = ya 
(a) 中 辐 量 组 的 长 度 为 
大 了 
Dmvr) +1)=k+ >》 ,mvr) 


7 一 | 


= dimnull N 十 dmrange N 
= dim V, 
其 中 第 二 个 等 式 由 8.45 和 8.46 得 到 , 第 三 个 等 式 由 3.4 得 到 . 


上 式 说 明 (a) 中 向 量 组 的 长 度 为 dim V; 因为 这 个 组 是 线性 无 关 
的 , 所 以 它 是 V 的 基 (参见 2.17), 这 就 完成 了 (a) 的 证 明 . 


最 后 , 注意 到 
(N™(V) wv], a , N™(Vr) vr) 
= (NT(W) oa, 2 , NT (WI) wj, Di1 a , Dk). 


现在 , (ii) 和 8.41 表明 上 面 的 组 是 null N 的 基 , 这 就 证 明了 (b). 
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设 TeL(V).V 的 基 称 为 了 的 约 当 基 (Jordan basis), 如 


果 了 关于 这 个 基 具 有 分 块 对 角 和 矩阵 
Ai 0 
0 A 


的 上 三 角 和 矩阵 .每 个 A; 的 对 角 线 上 都 是 7 的 一 些 本 征 值 Xi， 
要 理解 为 什么 而 紧 位 于 对 角 线 上 方 的 直线 上 的 元 素 都 是 1, 并 且 所 有 其 他 元 素 
每 个 和 j 都 一 定 。 都 为 0 (A; 可 以 只 是 某 个 本 征 值 的 1 x 1 块 ) 


是 了 的 本 征 值 ， 因为 实 问 量 空间 上 的 算 子 未 必 有 本 征 值 , 所 以 也 未 必 有 相 
参见 5.18. 应 的 约 当 基 . 于 是 , 虽然 前 面 的 引 理 对 实 向 量 空间 和 复 向 量 空间 


都 成 并 , 但 是 下 一 个 结果 需要 假设 V 是 复 同 量 空 间 . 


法 国 数 学 家 8.47 定理 : 设 V 是 复 向 量 空 间 . 如 果 了 EL(V), 那么 了 有 一 
约 当 (Camile 个 基 是 了 的 约 当 基 . 
Jordan) 在 1870 


年 首先 发 表 了 证 明 : 首先 考虑 圭 零 算 子 Ne L(V) 和 8.40 所 给 出 的 向 量 
这 个 定理 的 证 ”V1,"… ,Vk EV. 注意 到 , 对 于 每 个 j, N 都 将 组 (N™V?7)v;,.…， 
明 . Nwv;,0;) 中 的 第 一 个 向 量 映 成 0, 并 且 N 将 这 个 组 中 除 第 一 个 


癌 量 之 外 的 其 余 问 量 映 成 了 它 的 前 一 个 疝 量 . 也 就 是 说 , 如 果 我 
们 把 8.40(a) 所 给 出 的 基 硕 序 反 过 来 的 话 , 那么 就 得 到 V 的 一 
个 基 使 得 N 具有 分 块 对 角 矩 阵 , 其 中 对 角 线 上 的 每 个 矩阵 都 形 


| 
| 
如 
0 1 0 
| 
1 
0 0 


因此 定理 对 才 零 算 子 成 立 . 


a a 
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现在 假设 Te L(V), 并 设 入,… ,和 是 工 的 所 有 不 同 本 
征 值 , 1,… ,Um 分 别 是 相应 的 广义 本 征 向 量 所 构成 的 子 空间 . 
于 是 

V=Ui@:..@®Un, 


其 中 每 个 (人 了- XiDlo 都 是 医 零 的 (参见 8.23). 由 上 一 段 可 知 ， 
每 个 UV; 都 有 一 个 基 是 (Tj7)lv, 的 约 当 基 . 将 这 些 基 放 到 一 
起 就 得 人 到 了 V 的 一 个 基 , 并 且 是 了 的 约 当 基 . 加 
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CD 


心 


习 是 
. 定义 Te CC2) 为 
T(w, z) = (z,0). 
求 了 的 所 有 广义 本 征 向 量 . 


. 定义 Te L(C?) 为 


T(w,2) = (—2z, w). 
求 了 的 所 有 广义 本 征 向 量 . 


. 设 了 了 ECVY),m 是 一 个 正 整数 , 并 且 v eV 使 得 Tm-lo 尖 


0, 但 是 Tmw = 0. 证 明 
(v, Ty, Tw, ,TD) 
是 线性 无 关 的 . 


. 设 工 €E L(GC3) 的 定义 为 T(zi,z2,z3) = (z2,z3,0)， 证 明 


7 没有 平方 根 . 更 确切 地 说 , 证 明 不 存在 5 e C(C3) 使 得 
日“ 


. 设 5,T €e L(V). 证 明 : 如 果 ST 是 窜 零 的 , 那么 TS 是 寡 零 
的 . 

. 设 Ne L(V) 是 帘 零 的 . (不 用 8.26) 证 明 0 是 N 的 唯一 本 
征 值 . 

. 设 V 是 内 积 空 间 . 证 明 : 如 果 Ne L(V) 是 自 伴 的 并 且 是 
窒 零 的 , 那么 N = 0. 

. 设 WeCV) 使 得 nul NdamyY-Iznul NdimV. 证 明 : 和 N 


是 贤 零 的 , 并 且 对 每 个 使 得 0 < ; < dimy 的 整数 ; 都 有 


dimnull N? = 7. 


. 设 Te LV), 并 且 mm 是 一 个 非 负 整数 使 得 


rangeT™ = range T™+!. 


证 明 对 每 个 上 > m 都 有 rangeT* = rangeT™. 


1 
i 
| 
} 
| 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


证 明 或 举 反例 : 如 果 Te L(V), 那么 


V=nullTe@rangel. 


证 明 : 如 果 Te L(V), 那么 
V =nulT" DrangeT, 


其 中 n= dm TV. 


设 V 是 复 向 量 空间 , N € L(V), 并 且 0 是 N 的 唯一 本 征 
值 . 证 明 N 是 宽 零 的 . 举例 说 明 这 个 结果 对 实 癌 量 空间 未 
必 有 成立 . 


设 V 是 复 向 量 空间 , dimV = mw, 并 且 Te L(V) 使 得 
null T* ?2 @# null T™-. 


证 明 了 最 多 有 两 个 不 同 的 本 征 值 . 


举例 说 明 C4 上 存在 特征 多 项 式 等 于 (z -7)?(z 一 8)? 的 算 
了 


设 V 是 复 向 量 空间 , Te L(V) 使 得 5 和 6 是 TT 仅 有 的 本 
征 值 . 证 明 

(三 一 5 站 "一 (人 一 6 站 ”一 =， 
其 中 = dim TY 


设 V 是 复 向 量 空 间 , T e L(V). 证 明 V 有 一 个 由 了 的 本 征 
疝 量 组 成 的 基 当 且 仅 当 了 的 每 个 广义 本 征 癌 量 都 是 了 的 
本 征 问 量 . 


设 V 是 内 积 空间 , 并 且 N es L(V) 是 帘 零 的 . 证 明 存在 V 
的 一 个 规范 正 交 基 使 得 N 关于 此 基 有 上 三 角 和 矩阵 . 


定义 N e L(F5) 为 
N (Zi1, 72, T3, T4, T5) 一 (272, 37Z3， 一 Z4, 475, 0). 


求 T+N 的 一 个 平方 根 . 
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对 于 复 向 量 空 
间 , 这 个 习题 给 
5.21 的 等 价 条 
件 列表 又 添加 
了 一 个 等 价 条 
件 . 
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对 于 复 向 量 空 
间 , 这 个 习题 给 
5.21 的 等 价 条 
件 列 表 又 添加 
了 一 个 等 价 条 
件 . 


这 个 习题 表明 ， 
每 个 首 一 多 项 
式 ,都 是 某 个 算 
子 的 特征 多 项 
式 . 
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[BY 
Oy 


28. 


1. 举例 说 明 C3 上 存在 极 小 多 项 式 等 于 z? 的 算 子 . 


. 举例 说 明 Cs 上 存在 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 都 等 于 


. 举例 说 明 C4 上 存在 特征 多 项 式 等 于 z(z 一 1)?*(z 一 3) 而 极 


, 证 明 : 如 果 V 是 复 向 量 空间 , 那么 VV 上 的 每 个 可 逆 算 子 都 
有 三 次 方 根 . 


. 设 Te L(V) 是 可 道 的 . 证 明 存 在 一 个 多 项 式 p es P(F) 使 
得 T7! = p(T). 


. 举例 说 明 C4 上 存在 极 小 多 项 式 等 于 z(z -1)? 的 算 子 . 


. 设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 Te L(V). 证 明 : V 有 一 个 由 工 
的 本 征 向 量 组 成 的 基 当 且 仅 当 了 的 极 小 多 项 式 没 有 重 根 . 


. 设 Y 是 内 积 空间 . 证 明 : 若 Te L(V) 是 正规 的 , 则 了 的 
极 小 多 项 式 没有 重 根 . 
. 设 TeZ(V), 并 且 weV. 设 z 为 使 得 
p(T)v = 0. 
的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 . 证 明 p 整除 了 的 极 小 多 项 式 . 


z(z 一 1)?2(z 一 3) 的 算 子 . 


小 多 项 式 等 于 z(z 一 1)(z 一 3) 的 算 子 . 
设 a0,… ,an_-1 EC. 求 C" 上 (关于 标准 基 的 ) 矩阵 为 


0 一 Q0 | 
1 0 二 而 | 
1 一 C2 

0 一 Qn 一 ? 

1 一 an_1 


的 算 子 的 极 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 . 


31. 


29. 


30. 


设 We L(V) 是 医 零 的 . 证 明 N 的 极 小 多 项 式 为 z="t1, 其 
中 m 是 N 关于 任意 约 当 基 的 矩阵 中 紧 位 于 对 角 线 上 方 的 
直线 上 1 连续 出 现 的 最 大 个 数 . 


设 V 是 复 向 量 空间 , 并 且 Te L(V). 证 明 : V 不 能 分 解 成 
T 的 两 个 不 变 真 子 空间 的 直 和 当 且 仅 当 了 的 极 小 多 项 式 形 
rz Ndmy AAAeC. 


设 Te L(V), (ol on) 是 六 的 基 并 且 是 了 的 约 当 基 . 斌 


描述 了 关于 将 这 些 wv 的 顺序 反 过 来 所 得 到 的 基 (oo … ,v1) 
的 矩阵 . 
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在 这 一 章 , 我 们 将 深入 研究 实 同 量 空间 上 算 子 的 结构 . 这 里 
的 结果 比 上 一 章 关 于 复 向 量 空间 的 类 似 结 果 要 复杂 一 些 


”下 表示 RR 或 C. 
V 是 上 的 有 限 维 非 零 的 向 量 空间 . 
本 章 有 些 新 结果 在 复 向 量 空间 上 也 成 立 , 因而 我 们 并 未 仅 
仅 假 设 V 是 实 问 量 空间 . 


米 米 水 水 类 
洲 六 米 闵 
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89.1 ” 方 阵 的 本 征 值 


我 们 已 经 定义 了 算 子 的 本 征 值 , 现在 需要 把 这 个 概念 扩展 
到 方 阵 . 设 4 是 一 个 n x n 和 矩阵 , 它 的 元 素 都 含 于 F. 一 个 数 
和 EF 称 为 4 的 本 征 值 (eigenvaiue), 如 果 有 非 零 的 mx1l1 和 拖 
阵 z 使 得 
Azx = Ax. 


例如 , 3 是 [7 3] 的 本 征 值 , 这 是 因为 


-| 


又 如 , 你 应 该 验证 , 矩阵 [9 小 ] 在 下 是 及 时 , 没有 本 征 值 (由 
定义 , 本 征 值 必须 含 于 F), 而 在 是 C 时 , 有 本 征 值 i 和 -i 

我 们 现在 有 两 个 本 征 值 的 概念 一 一 一 个 是 算 子 的 , 另 一 个 
是 方 阵 的 . 你 或 许 会 认为 这 两 个 概念 有 密切 联系 , 这 也 正 是 我 们 
现在 要 证 明 的 . 


9.1 命题 : 设 TE L(V), A 是 T 关 于 V 的 某 个 基 的 矩 阵 , 则 荆 
和 A 的 本 征 值 相同 . 


4 
证 明 : 设 (v1,.… ,vn) 是 V 的 基 使 得 T 关于 此 基 有 和 矩阵 4， 
并 设 入 e F. 只 需 证 明 入 是 了 的 本 征 值 当 且 仅 当 入 是 4 的 本 
| 
1 


征 值 . 

首先 假设 入 是 人 的 本 征 值 ， 并 设 非 零 回 量 w e Y 使 得 
Tu = 二 和 wv. 把 wv 写成 
9.2 ; DV 二 Q101 十 … 十 QnrVn， 


其 中 a1,… ,an EF. 设 z 是 向 量 v 关于 基 (ol,…: ,vn) 的 矩 
阵 . 回想 一 下 , 在 第 3 章 中 这 指 的 是 


Q1 


9.3 4 pe 


RT SUN-LNU 这 -各 的 aaa ear 


Qn 


因此 ， 
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Az = M(T)M(GV) = M(Tv) = MOv) = AM(v) = MY, 


其 中 第 二 个 等 式 是 由 3.14 得 到 的 . 上 式 表 明 , 入 是 4 的 本 征 值 

为 了 证 明 男 一 个 方 回 的 强 含 关系 , 现在 假设 入 是 4 的 本 征 
值 , 并 设 z 是 非 零 的 n x 1 从 阵 , 使 得 Ax = 和 z. 把 z 写成 9.3 
的 形式 , 其 中 标量 aj,:… ,an EF. 定义 v EV 如 9.2, 则 


M(Tv) = M(T)M(v) = Az = Mr = MI(N), 


其 中 第 一 个 等 式 成 立 是 由 于 3.14. 由 上 式 得 Tw = Xw 故 入 是 
T 的 本 征 值 . : | 

因为 每 个 方 阵 都 是 某 个 算 子 的 矩阵 , 所 以 利用 上 面 这 个 命 
题 可 以 把 算 子 本 征 值 的 结果 翻译 成 方 阵 本 征 值 的 语言 . 例如 , 每 


个 复方 阵 都 有 本 征 值 (由 5.10). 又 如 , 每 个 n x n 矩阵 最 多 有 m 
个 互 不 相同 的 本 征 值 (由 5.9). 


89.2 “分 块 上 三 角 和 矩阵 


前 面 我 们 证 明了 , 复 向 量 空 间 上 每 个 算 子 关于 某 个 基 都 有 


“上 三 角 和 矩阵 (参见 5.13), 在 这 一 节 我 们 会 看 到 在 实 向 量 空间 上 


也 几乎 如 此 . 


在 前 面 两 章 中 , 我 们 用 到 了 分 块 对 角 和 矩阵 , 它 是 对 角 和 矩阵 的 
推广 .现在 我 们 需要 上 三 角 和 矩阵 的 相应 推广 ， 分 块 上 三 角 和 矩 阵 
(block upper triangular matrix) 是 如 下 形式 的 方 阵 


A * 


0 An, 


其 中 A1,… ,4m 都 是 方 阵 , 它们 位 于 对 角 线 上 , 而 41,… ,4m 
下 方 的 元 素 全 等 于 0, 并 且 * 表示 任意 元 素 . 例如 , 矩阵 


我 们 照例 用 星 
号 * 表示 对 所 
考虑 的 问题 不 
太 起 作用 的 矩 
阵 元 素 . 
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每 个 上 三 角 抵 
阵 都 是 分 块 上 
三 角 短 阵 ， 其 中 
对 角 线 上 都 是 
1xl 的 块 . 另 一 
个 极端 的 情形 
是 ,每 个 方 阵 都 
”是 分 块 上 三 和 角 
矩阵 , 这 是 因为 
我 们 可 以 取 第 
一 个 (也 是 唯一 
的 ) 块 是 整个 抵 
阵 . 块 越 小 越 
好 , 因为 块 越 小 
甜 阵 中 的 0 就 
越 多 . 


-3 —3 14 25 
16 17 


心 
| 
> 
| 
co 
co 


是 分 块 上 三 角 和 拓 阵 : 
= A, , 
0 A; 


: ee i 
| 
我 们 现在 证 明 , 对 于 实 同 量 空间 上 的 每 个 算 子 , 都 有 基 使 得 


该 算 子 关于 此 基 具 有 分 块 上 三 角 和 矩阵 ， 并 且 对 角 线 上 块 的 大 小 
不 超过 2 x 2. 


9.4 定理 : 设 V 是 实 向 量 空间 , 并 设 TE L(V), 则 了 有 基 使 得 
了 关于 此 基 有 分 块 上 三 角 纸 阵 


1 * . 
0 A,, 
其 中 每 个 A; 都 是 1xX1 手 阵 或 没有 本 征 值 的 2x2 敌阵 . 
证 明 : 者 dimV = 1 则 绪 果 显然 成 立 . 
下 面 考 虑 dimyY = 2 的 情形 . 者 工 有 本 征 值 和 则 取 vi eV 


为 任意 非 零 本 征 问 量 . 把 (wi) 扩充 成 V 的 基 (vi,wv2). T 关于 
此 基 有 如 下 形式 的 上 三 角 秆 阵 


nl 


特别 地 , 车工 有 本 征 值 , 则 V 有 基 使 得 了 关于 此 基 有 上 三 角 拖 
阵 . 车 工 没 有 本 征 值 , 则 任 取 V 的 一 个 基 (v1,w2). 关于 此 基 , 了 T 
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的 矩阵 没有 本 征 值 (由 9.1). 于 是 , 在 dimV = 2 时 , 无 论 了 是 
否 有 本 征 值 , 结论 总 成 立 . 

现在 假设 dimV > 2, 并 设 结果 对 于 维 数 更 小 的 实 同 量 空间 
都 成 立 . 如 果 了 有 本 征 值 , 则 取 UV 是 V 的 在 了 下 不 变 的 1 维 
子 空间 ; 否则 取 忆 是 立 的 在 了 下 不 变 的 2 维 子 空间 (5.24 确 
保 了 总 可 以 这 样 取 ). 任 取 7 的 一 个 基 , 并 设 4; 是 了 lz 关于 此 
基 的 矩阵 . 大 A1 是 2x 2 矩阵, 则 工 没 有 本 征 值 (否则 Z 就 取 
成 1 维 的 了 ), 故 Tlv 没有 本 征 值 . 因此 , 若 A1 是 2x2 和 矩阵, 则 
41 没有 本 征 值 (参见 9.1). 

设 W 是 V 的 任意 子 空间 , 使 得 


V=UV@W. 


2.13 确保 了 这 样 的 W 一 定 存在 . 因为 W 的 维 数 比 V 小 , 所 
以 我 们 想 对 Tlw 用 归纳 法 假设 . 然而 , W 未 必 在 了 下 不 变 , 即 
T|w 未 必 是 W 上 的 算 子 . 将 了 与 投影 Pww 复合 即 可 得 W 上 
的 算 子 . 具体 地 , 定义 Se LA(W) 如 下 


Sw = Pwvu(Tw), wEW. 
注意 到 对 每 个 we W 都 有 


4 0 = Pirw(Tw) 让 Pwvu(Tw) 
和 Pw (Tw) + Sw. 


9.6 


由 归纳 法 假设 , W 有 基 使 得 S 关于 此 基 有 如 下 形式 的 分 块 
上 三 角 和 矩阵 
A, * 


其 中 每 个 4A; 都 是 1 x 1 矩阵 或 没有 本 征 值 的 2 x 2 矩阵 ， 把 
W 的 这 个 基 添 加 到 上 面 取 定 的 UV 的 基 , 可 得 Y 的 基 . 稍 加 思 
索 即 知 (用 9.6), 7 关于 此 基 的 矩阵 是 形 如 9.5 的 分 块 上 三 角 甜 
阵 . 


加 是 下 二 
Vv 二 Ww 十 U, 其 
中 weEW,ue 
U, 则 Pwvuwv = 


0. 


89.3 ”特征 多 项 式 
对 于 复 向 量 空间 上 的 算 子 , 我 们 定义 过 特征 多 项 式 , 并 利用 


上 三 角 算 阵 闭 述 了 它 的 性 质 ， 本 节 要 对 实 向 量 空间 上 的 算 子 做 


同样 的 事情 , 只 不 过 必须 使 用 上 一 个 定理 提供 的 分 块 上 三 角 和 矩 
阵 而 不 是 使 用 上 三 角 和 矩阵 、 

在 上 一 章 , 我 们 并 未 对 复方 阵 定义 特征 多 项 式 , 这 是 因为 我 
们 强调 的 是 算 子 而 非 矩阵 ， 然 而, 为 了 理解 实 向 量 空间 上 的 算 
子 , 我 们 需要 定义 1 x 1 和 2 x 2 实 和 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 再 利用 
对 角 线 上 块 大 小 不 超过 2 x 2 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 , 我 们 就 可 以 定 
义 实 向 量 空 间 上 算 子 的 特征 多 项 式 . 

为 了 给 方 阵 的 特征 多 项 式 的 定义 提供 动机 , 我 们 希望 下 面 
的 陈述 是 真 的 (回想 凯 莱 -哈密 顿 定理 ; 参见 8.20): 如 果 了 
L(V) 关 于 V 的 某 个 基 有 和 矩阵 4, 并 且 v 是 A 的 特征 多 项 式 , 则 
q(T7) = 0. 

先 考虑 1 x 1 矩阵 这 种 平凡 情形 . 设 V 是 1 维 实 向 量 空间 ， 
并 且 了 Te L(V). 若 [A 等 于 了 7 了 关于 V 的 某 个 基 的 矩阵 , 则 了 等 
于 A. 于 是 , 如 果 令 g 是 1 次 多 项 式 go(z) = 7x 一 入 , 则 gq(T)=0. 
因此 , 可 以 定义 [A| 的 特征 多 项 式 为 z -入 . 

现在 考虑 2x2 实 算 阵 . 设 V 是 2 维 实 向 量 空间 , Te L(V)， 
并 且 


是 了 关于 了 的 某 个 基 (vi,v2) 的 和 矩阵. 我 们 来 求 一 个 2 次 的 
首 一 多 项 式 4 使 得 q(T) = 0. 若 5 = 0, 则 上 述 矩 阵 是 上 三 角 的 . 
假如 我 们 处 理 的 是 复 问 量 空间 , 那么 我 们 知道 了 有 特征 多 项 式 
(z 一 a)(z 一 d). 于 是 , (x 一 a)(z 一 d) 是 一 个 合理 的 候选 , 其 中 用 
z 代替 z 是 为 了 强调 现在 考虑 的 是 实 癌 量 空间 . 来 看 看 当 b 关 0 
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时 , 多 项 式 (x 一 a)(x 一 q) 作用 到 了 是 否 得 0. 我 们 有 


(T—an(T -dln)vi = (7T -d(T aT)v1 
= (T — dl)(bv2) = bevi 


以 及 
(T -aDN(T -dv = (T -al)(cvi)— bevs. 


因此 , 只 要 bc 去 0, 则 (TaD(T 一 d7) 一 定 不 等 于 0. 然而 , 上 式 
表明 , (TT 一 a 人 (TT 一 471) -bcT = 0( 因 为 这 个 算 子 在 基 上 等 于 0, 故 
在 V 上 必 为 0). 于 是 , 车 q(x) = (x 一 a)(z 一 d) 一 be, 则 g(T)=0. 

受 前 一 段 的 启发 , 我 们 把 2 x 2 矩阵 [4 5] 的 特征 多 项 式 
(characteristic polynomial) 定义 为 (zx 一 a)(zx 一 d) -bc. 此 处 
我 们 只 讨论 实 矩 阵 . 下 一 个 结果 表明 , 我 们 已 经 找到 了 2x2 算 
阵 的 特征 多 项 式 的 唯一 合理 定义 . 


9.7 命题 : 设 V 是 2 维 实 向 量 空间 , TE L(V) 没有 本 征 值 
DEP(R) 是 2 次 首 一 多 项 式 , 4 是 TT 关于 VV 的 某 个 基 的 矩阵 . 
(a) 车 p 等 于 A 的 特征 多 项 式 , 则 p(T) = 0. 
(b) 若 p 不 等 于 A 的 特征 多 项 式 , 则 p(T) 可 逆 . 
证 明 : 在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 已 经 证 明了 (a). 为 证 (b), 设 


q 表示 A 的 特征 多 项 式 , 并 设 p 郑 q. 令 pz) = 十 Qizx 十 
Bi, q(Z) 0 十 a27Z 十 0， 其 中 Q1, Bi, 02, 1 & R. 现在 


p(T) = 7(7T)— q(T)= (a1 — Qo2)T + (Bi ~— Po)l. 


若 ai = az 则 Bi 冯 (否则 ,p = q), 于 是 p(T) 是 恒 等 映 射 的 
非 零 标量 倍 , 因此 是 可 道 的 . 若 al 关 a2, 则 由 TT 没有 本 征 值 知 


p(T) = (aa — 0%) (7- 全 7) , 


Q1 一 Q2 


是 可 逆 算 子 . 于 是 , (b) 成 立 . 加 


如 果 去 掉 卫 没 
有 本 征 值 的 假 
设 , 这 个 命题 中 
的 (b) 就 不 成 
立 . 例如 , 对 于 
由 T(z1,7X2) = 
(0, zz) 定义 的 
Te L(R2), 取 
D(z) = z(2—2), 
则 2 不 是 人 关 
于 标准 基 的 拢 
阵 的 特征 多 项 
式 , 但 PUT) 不 
可 弟 . 


设立 是 2 维 实 向 量 空间 , 并 设 Te L(V) 没有 本 征 值 . 上 
一 个 命题 证 明了 , 恰 有 一 个 2 次 首 一 多 项 式 , 把 它 作 用 到 工 得 
0. 于 是 , 虽然 了 关于 不 同 的 基 可 能 有 不 同 的 矩阵 , 但 这 些 和 矩阵 

; 都 有 相同 的 特征 多 项 式 . 例如 , 考虑 如 下 定义 的 Te L(BR2) 


9.8 T(x1, x2) = (371 本 902， 一 271 > Z2 ). 
7 关于 R2 的 标准 基 的 矩阵 是 
| 3 5 
| | 


这 个 矩阵 的 特征 多 项 式 是 (z 一 3)(z +1)+2x5, 即 x2 一 2z+7. 
你 应 该 验证 , 并 关于 基 ((--2, 1D),(1 2)) 的 矩阵 等 于 


1 一 6 ' 
上 


这 个 算 阵 的 特征 多 项 式 是 (Zz—1)(z—1)+1x6, 也 等 于 Z2 一 2Z 十 9， 
这 与 使 用 标准 基 所 得 到 的 结果 相同 . 

在 分 析 复 向 量 空 间 V 上 的 算 子 T 的 上 三 角 和 矩阵 时 , 我 们 发 | 
现 如 下 形式 的 子 空间 : | 


null(T 一 入 门 Cm 


发 挥 了 关键 作用 (参见 8.10)、 这些 子 空间 在 研究 实 向 量 空间 上 | 
的 算 子 时 也 会 发 挥 作用 , 但 是 由 于 我 们 必须 考虑 带 2 x 2 块 的 分 | 
鼎 上 三 角 和 矩阵 , 从 而 如 下 形式 的 子 空间 


null(T? 十 oa + BI)E mV 


也 将 发 挥 关键 作用 . 先 来 考虑 1 维和 2 维 实 向 量 空间 ; 

首先 设 V 是 1 维 实 向 量 空间 , 并 设 Te L(V). 若 Ae R， 
则 nulL(T 一 和 7) 在 和 是 7T 的 本 征 值 时 等 于 V, 否则 等 于 {0}. 
如 果 a, 8 eR 使 得 a? < 46, 那么 
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null(T* + aT 十 8 站 = {0}. 


(证 明 : 因为 V 是 1 维 的 , 故 有 常数 Xe R 使 得 对 所 有 veV 都 ”回想 一 下 ,a2 < 
有 Tw = Aw. 于 是 , (T? 寺 aT 十 BDv = (入 十 a 和 十 B)v, 而 由 不 等 46 意味 着 x 十 
式 a? <48 得 六 oA+B 关 0, 故 nulL(T?+aT+6B1)={0}.) oz2 十 @ 没有 实 
根 ; 参见 4.11. 
现在 设 V 是 2 维 实 同 量 空间 , 并 设 Te L(V) 没有 本 征 值 . 
若 和 eR, 则 nullL(T - AD 等 于 {0}( 因 为 T 没有 本 征 值 ). 若 
Q,B ER 使 得 a2 < 46, 则 当 z2+az+68 是 T 关 于 V 的 某 个 (或 
等 价 地 , 每 个 ) 基 的 矩阵 的 特征 多 项 式 时 , null L(T? + aT + B7) 
等 于 V, 否则 等 于 {0} (由 9.7). 注意 , 对 于 这 个 算 子 , 只 有 两 种 
极端 的 情况 T? 二 aT 十 BI 的 零 空 间 要 么 是 {0}, 要 么 是 整 
个 空间 ; 它 不 可 能 是 1 维 的 . 
现在 设 Y 是 任意 维 数 的 实 同 量 空间 , 并 设 Te L(V). 我 们 
知道 V 有 基 使 得 TT 关于 此 基 有 分 块 上 三 角 和 矩阵 , 其 中 对 角 线 上 
块 的 大 小 都 不 超过 2 x 2 (参见 9.4). 一 般 地 , 这 个 拖 阵 不 唯一 
一 一 V 有 很 多 不 同 的 基 使 得 TT 有 这 样 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 , 并 且 
关于 这 些 不 同 的 基 我 们 可 以 得 到 不 同 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 . 
我 们 在 处 理 复 辣 量 空 间 和 上 三 角 和 矩阵 时 遇 到 过 类 似 的 情况 . 
那 时 虽然 关于 不 同 的 基 得 到 了 不 同 的 上 三 角 和 矩阵 ， 但 这 些 宅 阵 
对 角 线 上 的 元 素 却 总 是 相同 的 (尽管 次 序 可 能 不 同 ). 类 似 的 性 
质 对 于 实 回 量 空间 和 分 块 上 三 角 算 阵 是 否 也 成 立 昵 ? 具体 地 , 一 
个 给 定 的 2 x 2 矩阵 在 T 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 出 现 
| 的 次 数 是 否 与 基 的 选取 无 关 呢 ? 很 遗憾 , 这 个 问题 的 答案 是 否定 
的 . 例如 , 我 们 以 前 看 到 过 , 由 9.8 定义 的 算 子 Te C(R2) 就 有 
两 个 不 同 的 2 x 2 矩阵 . 
虽然 一 个 给 定 的 2 x 2 矩阵 在 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 的 对 角 
线 上 出 现 的 次 数 可 能 与 所 取 的 基 有 关 , 但 是 , 如 果 考 虑 的 是 特征 
多 项 式 而 不 是 实际 的 矩阵 , 我 们 就 会 发 现 一 个 给 定 的 特征 多 项 
式 出 现 的 次 数 与 基 的 选取 无 关 . 这 就 是 下 面 定理 的 内 容 , 它 将 成 
为 分 析 实 向 量 空间 上 算 子 结构 的 关键 工具 . 


202 第 9 章 


明 null LA(T? 十 
oT 二 BOTY 


的 维 数 一 定 是 
偶数 . 
这 个 证 明 与 复 


向 量 空间 类 似 
结果 (8.10) 的 
证 明 所 用 的 思 
形 通 常 更 复杂 
一 点 , 但 无 需 创 
新 


9.9 定理 : 设 了 是 实 向 量 空间 ,了 E L(V), 并 设 T 关 于 VV 的 菜 
22 
不 


Li * | 


4 


其 中 每 个 A; 都 是 1 x 1 矩阵 或 没有 本 征 值 的 2 x 2 敌阵 . 
(a) 若 入 ER, 则 Ai,… ,A 中 恰好 有 dimnullL(T 一 
和 71)sm” 个 矩阵 等 于 1x1 矩 阵 [A|. 


(b) 若 Qa, ER 满足 a* <46, 则 在 Ai1,… ,hm 中 恰好 有 


dim null(7 +aT 十 BT) 
2 
个 给 阵 的 特征 多 项 式 等 于 十 az 十 0 


证 明 : 我 们 将 构造 一 个 对 (a) 和 (b) 都 适用 的 证 明 . 为 此 ， 
设 和 ,a, 8 eR 使 得 oa? < 48. 定义 PEP(R) 如 下 


四 | Z 一 人 入 吉 要 证 明 (a); 
2 十 az 十 6 若 要 证 明 (b). 


设 d 表示 p 的 次 数 . 若 要 证 明 (a), 则 d = 1; 车 要 证 明 (b), 则 
d=2. 

对 和 矩阵 9.10 对 角 线 上 的 块 数 m 用 归纳 法 . 者 mm = 1, 则 
dimV = 二 1 或 dimV = 2; 定理 前 面 的 讨论 说 明 这 时 要 证 的 结果 
成 立 . 于 是 , 假设 m > 1, 并 设 要 证 的 结果 对 m 一 1 成 立 . 

为 了 方便 , 设 n = dimV. 考虑 V 的 一 个 基 使 得 工头 于 此 基 
有 分 块 上 三 角 和 矩阵 9.10. 令 U; 表示 相应 于 4; 的 那些 基 癌 量 张 
成 的 子 空间 . 者 4; 是 1x1 和 矩阵 , 则 dimU;=1; 若 4; 是 2x2 
矩阵 , 则 dimU; = 二 2. 令 U= 十 … 十 Um-_1. 显然 ,在 了 下 是 
不 变 的 , 并 且 Tu 关于 那个 明显 的 基 (由 相应 于 Ahi1,:… ,4 1 
的 基 癌 量 组 成 ) 的 和 矩阵 是 


Ai * 


89.3 ”特征 多 项 式 
于 是 , 由 归纳 法 假设 ， 


Ai,… , Am-1 中 特征 多 项 式 等 于 p 的 矩阵 
恰好 有 (1/d) dim nullp(Tlu)" 个 . 


实际 上 , 在 9.12 中 由 归纳 法 假设 所 得 的 指数 是 dim U 而 不 是 
但 是 , 可 以 用 n 代替 dimU (由 8.6), 从 而 可 得 上 面 的 陈述 . 

设 um € Um, 并 设 算 子 9 € L(Um) (关于 Um 的 相应 基 ) 的 
矩阵 为 4A. 特别 地 , Sw = Py,vTum. 现在 

J nb Pouv,, T 了 Twnm 十 Pr UT um 
= *U 十 Sunm, 
其 中 *r 表示 U 中 的 一 个 向 量 . 注意 到 Su € Um; 故 把 了 作 
用 到 上 式 的 两 端 可 得 
Tu 一 *rr + 92 ， 

其 中 *r 仍 表示 中 的 一 个 向 量 , 但 可 能 是 和 前 一 个 *r 不 同 的 
问 量 (记号 *r 用 以 强调 这 是 V 中 的 一 个 向 量 , 但 我 们 并 不 关心 
它 是 哪 一 个 特殊 向 量 一 一 每 次 使 用 记号 *r 时 , 它 都 可 以 表示 
7 中 的 不 同 向 量 ). 上 面 这 两 个 等 式 证 明了 , 对 某 个 *r EU 有 
9.13 p(T)um = *v + p(S) um. 
注意 到 p(5)uwum € Um; 于 是 , 反复 使 用 上 式 进行 迭代 可 知 , 对 某 
个 xueEU 有 
9.14 p(T)" um = *vU + pp(S)" um. 

现在 我 们 分 两 种 情况 来 证 明 . 首先 考虑 A 的 特征 多 项 式 
不 等 于 p 的 情况 . 我 们 将 证 明 此 时 有 
9.15 null p(T')” CU. 
一 旦 如 此 , 即 咎 

null p(T)” = null p(Tl|v)", 

故 由 9.12 可 知 , 在 41,… , Am 中 恰好 有 (1/d) dim nullp(7T)" 个 


矩阵 的 特征 多 项 式 为 p, 这 就 完成 了 4m 的 特征 多 项 式 不 等 于 p 
这 种 情形 的 证 明 . 
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为 证 9.15 ( 仍 设 4 的 特征 多 项 式 不 等 于 p), 设 we null 
p(T)", 并 将 v 写成 v=4 十 wm, 其 中 weEU, wm EUm. 由 9.14 
可 知 , 对 某 个 *r eV 有 


0= p(T)"v = p(T) w+pT) um = pT) 到 十 *U + pI) Um. 


因为 思量 p(T7Y"w 和 xvy 都 在 UV 中 , 而 p(5)"wum < Um, 所 以 
Pp(S)"um 二 0. 然而 , p(5) 可 逆 (参见 此 定理 前 面 天 于 1 维和 
2 维 子 空间 的 讨论 , 并 注意 到 dim Ui < 2), 故 um = 0. 于 是 
v 二 EU, 这 就 证 明了 9.15. 

现在 考虑 4 的 特征 多 项 式 等 于 p 的 情形 . 注意 到 此 时 有 
dim Un = d. 根据 9.12, 只 需 证 明 


9.16 dimnullp(T)” = dim nullp(T|u)” +d. 
利用 两 个 子 空间 之 和 的 维 数 公式 (2.18) 可 得 
dim null p(T)” = dim(U N nvll p(T)") 
二 dim(U 二 null p(T)”)--dim U 


= dimnull p(Tl|v)” 
+ dim(U + null p(T)") — (n — qa). 


若 UU 十 nullp(T)”=V, 则 qdim(UV 十 nullp(7T)") =n, 将 其 与 上 面 
关于 dim nullp(T)" 的 公式 联合 起 来 即 可 得 到 9.16. 于 是 , 只 需 
证 明 【+ nulp( Th) = 了 

为 证 Z + nullp( Th = 了, 设 un e Um. 因为 5S 的 矩阵 ( 即 
4) 有 特征 多 项 式 p, 所 以 p(S) = 0. 于 是 , p(T)um Ee UV (由 
9.13). 现在 


p(T)"um = p(T)” (p(T)um) € range p(Tlv)™ 
= range p(T|u)", 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 根据 8.9 得 到 的 . 因此 , 可 取 w e U 使 得 
p(T)"wm 二 p(Tlv)"wu. 现在 


p(T) (Um — 4) = pT) um — pT) 
= p(T) "um 一 PT) 也 
-0. 


89.3 


于 是 , um 一 uw Enull p(T)”, 故 wj 等 于 ww 十 (Wm 一 也 )， 包含 
于 UU 十 nullp(T)*. 也 就 是 说 , CD CU 十 nullp(T)”*. 因此 , Y = 
U+ Um CU+nullp(T)", 故 Unullp(T)*=V. 加 


我 们 在 上 一 章 曾 看 到 , 复 向 量 空间 上 算 子 的 本 征 值 为 分 析 
算 子 结构 提供 了 主要 工具 .在 实 癌 量 空间 上 , 一 个 算 子 本 征 值 
(计算 重 数 ) 的 个 数 可 能 少 于 向 量 空 间 维 数 . 前 一 个 定理 提示 我 
们 可 以 定义 一 个 概念 来 弥补 这 个 不 足 ， 我 们 将 看 到 下 一 段 所 给 
出 的 定义 有 助 于 使 得 实 向 量 空间 上 的 算 子 理论 与 复 向 量 空间 上 
的 算 子 理论 更 相似 . 

设 Y 是 实 向 量 空间 , 并 设 Te L(V). 如 果 oa? < 46, 并 且 


T* GT BI 


不 是 单 的 , 则 称 有 序 实数 对 (a, 8) 为 工 的 本 征 对 (eigenpair). 
前 一 个 定理 证 明了 ,只 能 有 有 限 多 个 本 征 对 , 这 是 因为 每 个 本 
征 对 都 对 应 9.10 对 角 线 上 一 个 2 x 2 矩阵 的 特征 多 项 式 , 而 在 
对 角 线 上 只 有 有 限 个 这 样 的 矩阵 . 按照 9.9, 我 们 把 了 的 本 征 对 
(a, B) 的 重 数 (multiplicity) 定义 为 


dim null(T? 二 oa 十 BDdm 
GE 
由 9.9 可 知 , (a, 6) 的 重 数 等 于 9.10 的 对 角 线 上 以 zx? 十 azr+B 
为 特征 多 项 式 的 2 x 2 矩阵 的 个 数 . 
例如 , 考虑 算 子 Te C(R3), 它 (关于 标准 基 ) 的 矩阵 等 于 


-人 
3 2 一 
] 2 0 


你 应 该 验证 , (-4, 13) 是 工 的 1 重 本 征 对 ; 注意 到 72 -47 十 137 
不 是 单 的 , 这 是 因为 (一 1,0,1) 和 (1,1,0) 都 在 它 的 零 空间 中 . 即 
使 不 做 计算 , 你 也 应 该 能 验证 , T 没有 其 他 本 征 对 (用 9.9). 你 
还 应 该 验证 ,1 是 人 的 1 重 本 征 值 , 有 本 征 向 量 (1,0,1), 并 且 了 
没有 其 他 本 征 值 . 
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尽管 选用 了 本 
征 对 这 个 词 以 
便 和 本 征 值 这 
个 词 保持 一 致 ， 
但 这 个 术语 并 
不 流行 
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这 个 命题 表明 ， 
虽然 实 向 量 空 
闻 上 的 算 子 可 
以 没有 本 征 值 
或 没有 本 征 对 ， 
但 不 能 同时 没 
有 这 两 个 有 用 
明 , 实 向 量 空 间 
V 上 的 算 子 最 
多 有 (dim V)/2 
个 互 不 相同 的 


注意 到 和 在 复 
向 量 空间 上 一 
样 ,了 的 特征 多 
项 式 的 根 等 于 
人 的 本 征 值 . 


在 上 面 的 例子 中 , T 的 本 征 值 重 数 之 和 加 上 7 的 本 征 对 重 
数 的 2 倍 等 于 3, 这 是 了 的 定义 域 的 维 数 . 下 一 个 命题 指出 , 这 
在 实 向 量 空间 上 总 成 立 . 


9.17 命题 : 若 V 是 实 向 量 空间 , 并 且 TE L(V), 则 了 的 所 有 本 
征 值 重 数 之 和 加 上 了 人 的 所 有 本 征 对 重 数 的 2 倍 之 和 等 于 dimV， 


证 明 : 设 V 是 实 癌 量 空间 , 并 设 Te L(V), 则 V 有 基 使 
得 工 关 于 此 其 的 矩阵 如 9.10. 本 征 值 和 的 重 数 等 于 1 x 1 和 矩阵 
[| 在 这 个 矩阵 对 角 线 上 出 现 的 次 数 (根据 9.9)， 本 征 对 (a, 有 6) 
的 重 数 等 于 这 个 矩阵 对 角 线 上 以 z2 + az + 6 为 特征 多 项 式 的 
2 x 2 矩阵 的 个 数 (根据 9.9). 因为 这 个 矩阵 的 对 角 线 的 长 度 等 
于 dimV, 所 以 TT 的 所 有 本 征 值 的 重 数 之 和 再 加 上 7 的 所 有 本 
征 对 的 重 数 的 2 倍 之 和 一 定 等 于 dimV. 图 


设 V 是 实 向 量 空间 , 并 设 Te L(V). TT 关于 V 的 某 个 基 
有 如 下 形式 的 分 块 上 三 角 和 矩阵 


Ai 米 


其 中 每 个 A; 都 是 1 x 1 矩阵 或 没有 本 征 值 的 2 x 2 矩阵 ( 参 

见 9.4)， 定 义工 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial) 

为 A1,… ,4m 的 特征 多 项 式 之 积 . 明确 地 说 , 对 于 每 个 j, 定义 

dg EP(R) 如 下 
攻 1 右 A; 等 于 [A]; 

Sh ac 

- (T—a)(zT—d)—bc 若 和 A; 等 于 | 

则 了 的 特征 多 项 式 是 


qi1(7).… qm(2). 


显然 ,了 的 特征 多 项 式 的 次 数 为 dimV. 进一步 , 9.9 确保 工 
的 特征 多 项 式 只 与 了 有关, 而 与 特殊 基 的 选取 无 关 . 现在 我 们 能 
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证 明 上 一 章 许诺 过 的 一 个 结果 , 上 一 章 我 们 对 复 向 量 空间 上 的 
算 子 证 明 过 类 似 的 定理 (8.20). 
9.20 凯 莱 - 哈密 顿 定理 (Cayley-Hamilton Theorem): 设 


V 是 实 向 量 空间 , 了 < L(V), 9 表示 了 的 特征 多 项 式 , 则 8( 了 ) 
人 


证 明 : 取 T 的 一 个 基 使 得 下 关于 此 基 有 形 如 9.18 的 分 块 上 
三 角 和 矩阵 , 其 中 每 个 4; 都 是 1 x 1 和 矩阵 或 没有 本 征 值 的 2x 2 和 拢 
阵 . 设 U; 是 相应 于 4; 的 基 向 量 张 成 的 1 维 或 2 维 子 空间 . 定义 


q; 如 9.19. 为 证 q(T) = 0, 只 需 证 明 q(T)|v, = 0, 了 = 1 mm. 
为 此 , 只 需 证 明 


9.21 qi(7) “gi(T)Iv,; =0, 3=1,.…,m. 


对 ; 用 归纳 法 来 证 明 9.21. 先 设 1 = 1. 因为 M(T) 是 
9.18 给 出 的 矩阵 , 所 以 qi (T)|v, =0 ( 若 dm = 1, 则 显然 ; 者 
dim Ui = 2, 则 根据 9.7(a)), 从 而 , 当 j = 1 时 , 9.21 成 立 . 

现在 假设 1 < j < m, 并 设 


0 = qi (Do 


0 = qi(T)gs (Tv 


0 = qi(7) - T(E) 
若 ve Uj;, 则 根据 9.18 可 得 


qj(T)v = w+ q;(S)v, 


其 中 we 0+:… 十 Uj-1, 并 且 Se L(U;) 有 特征 多 项 式 gq;. 
为 gq;(S) = 0 ( 若 dimU; = 1, 则 显然 ; 若 dimU; = 2, 则 根据 
9.7(a)), 所 以 上 式 表 明 , 当 we U; 时 , 必 有 

q;(T')v E Li 十 :十 Uj 


于 是 , 对 于 we U;, 由 归纳 法 假设 , 把 q1(T)…q;_1(T) 作用 到 
qj(T)v 得 0. 即 9.21 成 立 . 


这 个 证 明 与 复 
向 量 空间 上 类 
似 结 果 (8.20) 
的 证 明 所 用 的 
思想 相同 . 
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设 是 实 向 量 空间 , 并 设 Te L(V). 显然 , 凯 莱 -哈密 顿 定 
理 (9.20) 表明 , 和 复 向 量 空间 上 的 情形 一 样 , T 的 极 小 多 项 式 的 
次 数 不 超 过 dim V. 如 果 了 的 极 小 多 项 式 的 次 数 等 于 dim V, 则 
仍 和 复 向 量 空间 上 的 情形 一 样 , 了 的 极 小 多 项 式 一 定 等 于 了 的 
特征 多 项 式 . 这 可 以 由 凯 莱 -哈密 顿 定 理 (9.20) 和 8.34 得 到 . 

最 后 , 我 们 可 以 证 明 实 向 量 空间 上 的 算 子 的 一 个 主要 结构 
定理 . 应 该 把 下 面 这 个 定理 同 复 向 量 空间 上 的 类 似 结果 8.23 对 
比 == 下. 


雹 De 9 
a a 网 


9.22 定理 : 设 VV 是 实 向 量 空间 , TE L(V), 和 1,… ,Mm 是 了 的 
所 有 互 不 相同 的 本 征 值 ， V1,.… ,Um 分 别 是 相应 的 广义 本 征 向 
m 或 MM 都 有 可 量 的 集合 , (Qi1,B1),…,(amM,BMm) 是 人 的 所 有 互 不 相同 的 本 征 
能 是 0. 对 , Vj 二 n01(7T?2 十 Qj;T++B;DomV, 则 
(ajV=U®@:...@UnBW DB...@Vwy; 
(b) 每 个 U; 和 每 个 Vi 在 了 下 都 是 不 变 的 ; 
(c) 每 个 了 一 人 | 和 每 个 (TT? 二 a; 了 T+ BjT)|v 都 是 项 零 


的 . 
这 个 证 明 与 复 证 明 : 根据 8.22 即 可 得 (b). 根据 定义 显然 可 得 (c). 
向 量 空间 上 类 为 证 (a), 回想 一 下 , dim U; 等 于 了 的 本 征 值 和 ; 的 重 数 , 并 


似 结 果 (8.20) 上 生 dimV; 等 于 TT 的 本 征 对 (aj,B;) 的 重 数 的 2 倍 . 于 是 , 由 9.17 
的 证 明 所 用 的 可 得 : 
”思想 相同 . 


9.23 dimV = dim Ui 十 … 十 dm 
十 dm Vi Se 十 dim Vw. 


0 注意 到 UU 在 工 下 是 不 
变 的 . 于 是 , 可 以 定义 Se L(U) 如 下 


Se 


因为 工 的 所 有 广义 本 征 向 量 都 在 5 的 定义 域 U0 中 , 所 以 5S 和 
T 有 同样 的 本 征 值 以 及 同样 的 重 数 . 类 似 地 , 5 和 T 也 有 同样 
的 本 征 对 以 及 同样 的 重 数 . 于 是 , 把 9.17 作用 于 5 可 得 : 


多 | 
al La 


dm =dimnzVa 十 … 十 dimz + dim V+:::+t dim Vm. 


再 结合 9.23 可 得 dimV = dimU. 因为 U 是 V 的 子 室 间 , 所 以 


Css Nt ai ee me i et 
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V = TU. 也 就 是 说 ， 
和 


利用 9.23 并 结合 2.19 即 可 知 (a) 成 立 . 本 


空间 上 的 算 子 


六 
jy 
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习 区 


1. 证 明 每 行 元 素 之 和 都 等 于 1 的 方 阵 必 有 一 个 本 征 值 等 于 1. 
2. 考虑 2 x 2 实 矩 阵 

4- 二 | | 

证 明 : 4( 在 及 中 ) 有 本 征 值 当 且 仅 当 


(a 一 中" 二 4pc> 0. 


3. 设 4 是 分 块 对 角 和 矩阵 
| A 0 | 
A= 


0 An, 
其 中 每 个 A; 都 是 方 阵 . 证 明 4 的 本 征 值 之 集 等 于 A1,.…， 
4m 的 本 征 值 之 集 的 并 . 


”显然 , 习题 4 的 4. 设 4 是 分 块 上 三 角 矩 阵 
结论 要 比 习 题 


Ai 水 
3 强 . 尽管 如 pe 
此 , 你 可 能 还 是 
想 先 做 习题 3， Am 
因为 它 比 习题 其 中 每 个 4A; 都 是 方 阵 . 证 明 4 的 本 征 值 之 集 等 于 Ai,-…， 
4 简单 . Am 的 本 征 值 之 集 的 并 . 


5. 设 V 是 实 向 量 空间 , Te L(V), 并 且 a,8 e R 使 得 了 2 十 
a7 十 BT=0. 证 明代 有 本 征 值 当 且 仅 当 a? > 46. 


6. 设 Y 是 实 内 积 空间 , 并 设 Te L(V). 证 明 V 有 规范 正 交 
基 使 得 了 关于 此 基 有 分 块 上 三 角 和 矩阵 


Ail * 


ji 
1 
| 
| 
| 


0 An, 
其 中 每 个 A; 都 是 1 x 1 矩阵 或 没有 本 征 值 的 2 x 2 矩阵 . 


TE chao2 让 人 ss 全 人 一人 、ee 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


. 证 明 : 如 果 Te L(V), 并 且 ; 是 正 整 数 使 得 7 < dimV, 则 


T 有 ;一 1 维 或 ; 维 的 不 变 子 空间 . 


. 证 明 : 对 于 任何 Te LA(R"), 算 子 T? + 了 T+ 了 都 不 是 窜 零 的 . 
. 给 出 一 个 算 子 Te C(C7) 使 得 72 十 T+ 了 是 窜 零 的 . 
. 设 V 是 实 向 量 空间 ,了 < L(V), 并 且 a,B eR 使 得 a? < 46. 


证 明 对 于 每 个 正 整数 开 
null(T? 十 a + BI)”* 


的 维 数 都 是 偶数 . 
设 V 是 实 向 量 空间 ,T s L(V), 并 设 a,B < 及 , 使 得 a? < 48 
并 且 T2 +oa7 + BI 是 医 零 的 . 证 明 dimV 是 偶数 , 并 且 

Tr 0 
证 明 : 着 Te L(R3), 并 且 5 和 7 都 是 了 的 本 征 值 , 则 了 没 
有 本 征 对 . 
设 V 是 nn 维 实 向 量 空间 , 并 且 Te L(V) 使 得 

null 7 一 # null T™ 1. 

证 明 了 最 多 有 两 个 互 不 相同 的 本 征 值 , 而 且 了 没有 本 征 对 . 
设 V 是 2 维 向 量 空间 , 并 设 Te L(V). 证 明 : 如 果 


| 
是 了 关于 V 的 茶 个 基 的 矩阵 ， 则 了 的 特征 多 项 式 等 于 


(z—~a)(z—d)— bce. 


设 V 是 实 内 积 空间 , 并 设 S e L(V) 是 等 距 同 构 . 证 明 : 若 
(a,B) 是 5S 的 本 征 对 , 则 6=1. 


习 题 211 


做 这 个 习题 无 
需求 出 人 的 本 
征 值 . 和 平时 一 
样 , 除非 特别 指 
明 ， 这 里 的 V 
是 实 向 量 空 间 
或 复 向 量 空间 . 


eT ETT NEE TE Re pr er -i 


MT OE a TY 
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| 本 书 的 重点 始终 是 线性 映射 和 算 子 ,而 不 是 矩阵 . 本 章 将 定 
| 义 并 讨论 迹 和 行列 式 , 因此 对 和 矩阵 的 关注 要 多 一 些 . 行列 式 只 出 

| 现在 本 书 的 结尾 , 这 是 因为 我 们 用 更 自然 的 处 理 方法 取代 了 行 
列 式 在 线性 代数 中 通常 的 应 用 (定义 特征 多 项 式 以 及 证 明 复 向 
量 空间 上 的 算 子 都 有 本 征 值 ). 本 书 在 最 后 说 明了 行列 式 在 体积 
和 积分 理论 中 所 起 到 的 重要 作用 . 


F 表示 RR 或 C. 
是 下 上 的 有 限 维 非 零 癌 量 空间 . 


水 六 米 六 六 
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-有 些 数 学 家 使 
用 术语 非 奇 异 
的 (nonsingu- 
lar) 和 奇异 的 
(singular)， 意 
思 分 别 与 可 逆 
和 不 可 逆 相同 . 


810.1 基 变 换 


算 子 Te L(V) 的 矩阵 依赖 于 Y 的 基 的 选取 . Y 的 两 个 不 
同 的 基 可 能 给 出 工 的 不 同 的 矩阵 . 本 节 我 们 将 讨论 这 些 和 矩阵 之 
则 的 联系 . 这 个 信息 有 助 于 我 们 在 本 章 的 后 面 找到 了 的 迹 和 行 
列 式 的 公式 . 

恒 等 算 子 Te L(V) 关于 VV 的 任意 基 都 有 对 角 和 矩阵 


这 个 矩阵 称 为 单位 矩阵 (identity matrix), 记 为 了 注意 , 我 们 
用 符号 了 表示 (所 有 回 量 空间 上 的 ) 恒 等 算 子 和 (所 有 可 能 大 小 
的 ) 单位 矩阵 .你 应 该 能 从 上 下 文中 确定 工 指 的 是 什么 . 例如 ， 
考虑 等 式 


左 端 的 了 代表 恒 等 算 子 , 右 端 的 工 代 表单 位 矩阵 . 

如 果 4 是 一 个 与 大 小 相同 的 方 阵 ( 像 通 常 一 样 ， 其 中 
的 元 素 属 于 F), 那么 你 应 该 验证 AI = IA = 4. 方 阵 4 称 
为 可 遂 的 (invertible), 如 果 存 在 一 个 同样 大 小 的 方 阵 B 使 得 
AB = BA 二 了 此 时 , 称 BB 是 A 的 逆 (inverse). 要 证 明和 最 
多 有 一 个 逆 , 设 B 和 B' 都 是 4 的 道 , 那么 


B= BI=B(AB')= (BA)B’=1B’= B’ 


因此 B = B'. 因为 逆 是 唯一 的 , 所 以 (如 果 A 是 可 逆 的 ) 可 以 
用 记号 A 来 表示 4 的 逆 . 也 就 是 说 , 如 果 4 是 可 逆 的 , 那么 
4 是 唯一 一 个 与 4 大 小 相同 且 使 得 44- = A A= 了 的 
和 矩阵. 

回想 一 下 , 在 第 3 章 讨论 从 一 个 疝 量 空间 到 男 一 个 疝 量 空 
间 的 线性 映射 时 , 我 们 定义 了 一 个 线性 映射 关于 两 个 基 一 一 其 
中 一 个 是 第 一 个 向 量 空间 的 基 , 男 一 个 是 第 二 个 向 量 空 间 的 基 
的 矩阵 . 算 子 是 一 个 向 量 空间 到 上 自身 的 线性 映射 , 我 们 在 讨论 算 
子 时 几乎 总 是 对 两 个 向 量 空间 使 用 同一 个 基 (毕竟 所 讨论 的 两 


810.1 


个 问 量 空间 是 相同 的 )， 因 此 , 通常 我 们 在 提 及 一 个 算 子 关于 某 
个 基 的 矩阵 时 ， 指 的 就 是 在 这 两 个 相同 的 向 量 空 间 中 使 用 同一 
个 基 . 下 一 个 命题 是 一 种 少见 的 情况 , 即使 对 于 向 量 空间 到 其 自 
身 的 同一 个 算 子 , 我 们 也 要 用 到 两 个 不 同 的 基 . 

器 想 一 下 矩阵 乘法 和 线性 映射 的 乘法 之 间 的 联系 . 假设 除 
了 YY 之 外 我 们 还 有 另外 两 个 有 限 维 线性 空间 , 比如 UD 和 W. 设 
(wi,… ,Up) 是 U 的 基 , (5 :von) 是 Y 的 基 , (wi,… ,wm) 是 
W 的 基 . 如 果 Te L(VUV),，S € L(V,W), 那么 ST € L(U,W), 
并 且 

MI(ST, (1 ,Up), (Wi ,Wm)) 
10.1 = M(S, (oO ,Vn), (Wi ,Wrm)) 
x MI(T, (Wi, ,Up (v1, ,Vn)). 


上 式 成 立 是 根据 和 矩阵 乘法 的 定义 参见 3.11 及 其 后 面 的 内 
LAN 

下 面 的 命题 讨论 的 是 恒 等 算 子 关 于 两 个 不 同 的 基 的 矩阵 . 注 
意 , 把 wx 写成 这 些 v 的 线性 组 合 , 所 用 的 标量 就 构成 M(T, (wi， 
Un); (v01,… ,vn)) 的 第 k 列 . 作为 下 一 个 命题 的 例子 ， 考虑 
F2 的 基 ((4,2), (5,3)) 和 ((1 0), (0,1)). 显然 


ME(1,((4,2), (5,3)), (1,0), (0, 1))) = | z 


你 应 该 验证 , 上 面 矩 阵 的 逆 是 | 3/? -多 | .于 是 由 下 面 的 命题 可 
得 


MI(I,((1,0), (0, 1)), ((4, 2), (5, 3))) = | 册 和 | 


10.2 命题 : 如果 (wi1,… ,Un) 和 (ol ,vn) 都 是 V 的 基 , 那 
么 MI(J, (ua 5 , Un)) 是 可 递 的 ， 并 且 
MI(I, (wi, ,Un), (v1, ,Vn)) 一” 
= M(L, (oO ,Vn), (Wi, ,Un)). 


证 明 : 在 10.1 中 用 V 代替 UV 和 W, 用 wj 代 蔡 wj, 并 有 量 
用 了 代替 S 和 了 , 得 到 


基 


变换 
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7 一 MI(L, (v1, , Dn), (1 , Wn ) ) 

x AT (wi Wn) (oil ,Vn)). -| 

再 互 换 诸 wu 和 诸 u 的 角色 , 得 到 \ 

7 = MO aa (on om) 
US : 

由 这 两 个 等 式 即 得 所 要 的 结果 i 


现在 我 们 可 以 看 到 在 改变 基 时 7 的 矩阵 是 怎样 变化 的 . 


10.3 定理 : 假设 TE L(V), (wa ,Un) 和 (ol ,Vn) 都 是 
V 的 其 ， 并 设 A= MII, (W1, ; Un), oa , Dn ) ) ， 那么 


10.4 MI(T, (wy un) = A MT, (oon)) 4 


证 明 : 在 10.1 中 用 代替 UV 和 W, 用 w; 代替 wj;, 用 工 
代替 也, 用 了 代 蔡 5, 得 到 


10.5 MI(T, (wi, ,Wn), (V1 ,vn))= MI(T, (v1, ,Vn))A. 
再 利用 10.1, 此 时 用 代替 UV 和 W, 用 wj 代替 wj, 并 且 | 


用 了 代替 5, 得 到 | 
MI(T, (ua “ , Un )) = A MI(T, (ui， 0 ,nm )， (ul， es ; Un))- | 
这 里 用 到 了 10.2. 将 10.5 带 入 上 面 的 等 式 即 得 10.4 | 
810.2 迹 | 

在 前 两 章 我 们 已 经 研究 了 特征 多 项 式 , 本 章 将 进一步 研究 。 “| 
特征 多 项 式 . 如 果 V 是 一 个 n 维 复 向 量 空间 , 并 且 了 e L(V)， 5 
那么 T 的 特征 多 项 式 等 于 
Cp ] 


其 中 入,… ,和 是 人 的 所 有 本 征 值 , 按照 重 数 重 复 . 将 上 面 的 多 
项 式 展开 , 我 们 可 以 将 工 的 特征 多 项 式 写 成 如 下 形式 


10.6 Zz"— (Al 2 | (一 1) (Ai Mn). 


ae MD Py te RM NA SdnB bed ELE A TR ORO Li ah eel 3 
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如 果 V 是 n 维 实 向 量 空间 , 并 且 T es L(V), 那么 人工 的 特 
征 多 项 式 等 于 


(T— MN) (zz+az 十 6 (z2 十 az 十 Br 


其 中 Xi ,Xm 是 人 的 所 有 本 征 值 , (a1,B1),… , (am,Bm) 是 
T 的 所 有 本 征 对 , 每 个 都 按照 重 数 重复 . 将 上 面 的 多 项 式 展开 ， 
我 们 可 以 将 了 的 特征 多 项 式 写 成 如 下 形式 


10.7 2? 一 (Ai 二 二 Am— Ql1—…— QM)T™ 十 …: 
十 (一 切 (Ni AmD Da) 


本 节 将 讨论 特征 多 项 式 中 z"-! (在 讨论 实 向 量 空间 时 , 通 
稼 记 为 z"-!) 的 系数 . 下 一 节 将 讨论 特征 多 项 式 中 的 常数 项 . 
对 于 了 ee L(V), 了 的 特征 多 项 式 中 z"-* (或 者 对 于 实 丫 量 
空间 , z*-1) 的 系数 的 相反 数 称 为 了 的 迹 (trace), 记 为 traceT. 
如 果 V 是 复 向 量 空间 , 那么 10.6 表明 了 的 迹 等 于 TT 的 本 征 值 
”之 和 , 计 重 数 . 如 果 V 是 实 向 量 空间 , 那么 10.7 表明 了 的 迹 等 
于 了 的 本 征 值 之 和 减 去 人 的 本 征 对 的 第 一 个 坐标 之 和 , 每 个 都 
按照 重 数 重复 . 例如 , 设 算 子 卫 e C(C3) 的 矩阵 为 


Se 
10.8 3 2 一 : 
1 2 0 


于 是 , 你 可 以 验证 , 了 的 本 征 值 是 1,2 + 3i, 2 一 3i, 重 数 都 为 1. 
计算 本 征 值 之 和 , 得 到 traceT = 1+ (2 二 3i) 十 (2 一 32); 也 就 是 
说 , traceT = 5. 

又 如 , 设 Te L(R3) 也 是 一 个 矩阵 为 10.8 的 算 子 (注意 , 上 
一 段 讨论 的 是 复 向 量 空间 ; 现在 讨论 的 是 实 向 量 空 间 ). 那么 , 在 
上 一 章 中 (参见 205 页 ) 你 应 该 已 经 验证 了 : 1 是 了 的 唯一 本 
征 值 ( 重 数 为 1), 并 且 (-4, 13) 是 了 的 唯一 本 征 对 ( 重 数 为 1). 
计算 本 征 值 之 和 减 去 本 征 对 的 第 一 个 坐标 之 和 ; 得 到 trace 区 = 
1 — (—4), Bh traceT = 5. 


这 里 m 和 AM 
都 可 能 等 于 0. 


回想 一 下 , 实数 
对 (Q,B) 是 了 
的 本 征 对 , 如 果 
a* < 46, 并 且 
72 二 a7 二 BT 不 
是 单 的 . 


注意 ， traceT 
只 依赖 于 了 ,而 
不 依赖 于 VV 的 
基 , 这 是 因为 了 
的 特征 多 项 式 
不 依赖 于 基 的 
选取 . 
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你 应 该 认真 复 
习 9.9， 只 有 这 
样 才 能 理解 本 
征 对 与 2x2 块 
的 特征 多 项 式 


在 找到 利用 算 子 的 矩阵 来 计算 迹 的 公式 (对 复 同 量 空间 和 
实 问 量 空 间 都 适用 ) 以 后 , 前 面 两 个 例子 中 的 算 子 的 迹 相同 的 原 

本 节 的 其 余部 分 主要 讨论 如 何 利用 人 (关于 任意 一 个 基 ) 的 
矩阵 来 计算 7T 的 迹 . 首先 考虑 最 简单 的 情形 . 设 V 是 复 向 量 空 
间 , Te L(V), 取 V 的 一 个 基 使 得 了 关于 此 基 有 上 三 角 知 阵 A. 
于 是 了 的 本 征 值 恰好 是 4 的 对 角 线 元 素 , 按照 重 数 重复 (参见 
8.10). 于 是 traceT 等 于 4 的 对 角 线 元 素 之 和 . 同样 的 公式 也 适 
用 于 和 矩阵 为 10.8 并 且 迹 等 于 5 的 那个 算 子 Te CE3). 如 此 简 
单 的 公式 普遍 成 立 吗 ? 

首先 研究 Te L(V), 其 中 Y 是 实 向 量 空间 . 取 Y 的 一 个 
基 使 得 T 关于 此 基 有 分 扎 上 三 角 抢 阵 M(T), 其 中 对 角 线 上 的 
每 个 块 都 是 由 人 的 本 征 值 组 成 的 1x1 块 或 者 是 没有 本 征 值 的 
2x2 块 (参见 9.4 和 9.9)，M(T) 的 对 角 线 上 的 每 个 1x1 块 的 
元 素 都 是 了 的 本 征 值 , 因此 对 traceT 的 值 是 有 页 献 的 .如 果 
M(T) 的 对 角 线 上 有 2x2 块 , 那么 考虑 其 中 一 -个 典型 的 块 


| b d | z 
这 个 2x2 矩阵 的 特征 多 项 式 是 (x 一 a)(x -aq) bc, 即 


7 — (a+d)z+ (ad— bc). 


因此 (-a-dad-pbc) 是 了 的 本 征 对 . 这 个 本 征 对 第 一 个 坐标 的 
相反 数 a +d 就 是 这 个 块 对 traceT 的 值 的 页 献 . 注意 ,a 十 d 是 
这 个 块 中 对 角 线 元 素 之 和 . 于 是 , 对 于 V 的 一 个 基 , 如 果 了 关于 
此 基 具 有 9.4 或 9.9 所 要 求 的 分 块 上 三 角 算 阵 ， 那么 traceT 等 
于 对 角 线 元 素 之 和 |. 

现在 你 可 能 会 猜 到 ，trace7 等 于 了 关于 任意 基 的 矩阵 的 
对 角 线 元 素 之 和 . 可 以 证 明确 实 如 此 .为 此 , 定义 方 阵 4 的 迹 
(trace) 为 其 对 角 线 元 素 之 和 , 记 为 trace 4. 采用 这 样 的 记号 , 我 
们 将 证 明 traceT = trace M(T, (ua ,vn)), 其 中 (v1,… ,vn) 
是 V 的 任意 一 个 基 . 我 们 已 经 知道 , 如 果 了 关于 (v1,… ,vn) 
具有 上 三 角 和 矩阵 ( 奋 Y 是 复 的 ) 或 者 具有 适当 的 分 块 上 三 角 算 


阵 ( 佑 Y 是 实 的 ), 那么 这 个 结论 成 立 . 为 了 对 任意 基 证 明 这 个 
迹 公 式 , 我 们 需要 下 面 的 命题 . 


10.9 命题 : 如 果 和 A 和 是 大 小 相同 的 方 阵 , 那么 


trace( AB) = trace( BA). 


证 阴 : 设 
Q1,1 QW1,n p1 1 bi 
A= > 
[| Qnl i Unn bn,,1 Ee bnn 


4B 的 对 角 线 上 的 第 ; 项 等 于 
> Qj, OK 
ks1 z 
因此 


trace( AB)= > 3 Qj,kOk,j 


j=1 k=1 


nN nN 
一 》 > Dp,jQj,k 


k=1 j=1 


_- 5、 BA 对 角 线 上 的 第 个 元 素 
k=1 
= trace(BA). 


现在 可 以 证 明 , 算 子 关于 一 个 基 的 矩阵 的 对 角 线 元 素 之 和 
并 不 依赖 于 这 个 基 的 选取 


10.10 推论 : 设 人 € L(V). 如 时 (ui +- , Un ) 和 (V1 , Dn) 都 
是 V 的 基 , 那么 


traceM(T, (ua ,Wn)) = traceAM(T, (v1, ,Vn)). 
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这 里 的 第 三 个 
等 式 依 赖 于 线 
阵 乘 法 的 结 会 
性 质 . 


证 阴 : 假设 (W1,* , Un) 和 (V1, 和 , Un) 都 是 V 的 基 ， 并 设 
A 一 A4 (了 (W1,: Es , Un), (V1,: Ee Ea) 
那么 
trace AM(T, (WW1) 2 .Un )) 3 trace(A™ (MI(7, (oy a , Un )) A)) 
= trace ((M(T, (v1,.…. ,vn))A)A”) 
= trace 人 (T, (ui ,vn)), 
其 中 第 一 个 等 式 由 10.3 得 到 , 第 二 个 等 式 由 10.9 得 到 . 第 三 个 
等 式 完成 了 证 明 . 轩 


下 面 的 定理 指出 , 算 子 的 迹 等 于 该 算 子 的 矩阵 的 对 角 线 元 
素 之 和 . 这 个 定理 没有 指明 所 用 到 的 基 , 这 是 因为 根据 上 面 的 推 
论 , 对 于 每 个 基 来 说 , 算 子 的 矩阵 的 对 角 线 元 素 之 和 都 相同 . 


10.11 定理 : 若 TEeL(V). 则 traceT = trace M(T). 


证 明 : 令 Te L(V). 上 面 已 经 注意 到 , trace M(T) 与 V 的 
基 的 选取 无 关 (由 10.10). 因此 , 要 证 明 对 每 个 基 都 有 


traceT = trace M(T'), 


只 需 证 明 上 式 对 V 的 某 个 基 成 立 . 取 Y 的 一 个 基 使 得 关于 此 
基 M(T) 是 上 三 角 和 矩阵 (如 果 Y 是 复 向 量 空间 ) 或 者 是 适当 的 
分 块 上 三 角 和 矩阵 (如 果 Y 是 实 问 量 空间 ), 我 们 已 经 证 明了 (在 
218 页 ) 关于 这 个 基 上 了 式 成 立 . 二 


如 果 知 道 了 复 向 量 空间 上 一 个 算 子 的 矩阵 , 利用 上 面 的 定 
理 , 不 求 算 子 的 任何 本 征 值 就 可 以 求 出 所 有 本 征 值 的 和 . 例如 ， 
考虑 C5 上 的 一 个 算 子 , 它 的 矩阵 如 下 


0 .0 0 0 -3 
1 0 0 0 6 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 .00 1 0 


没 人 知道 这 个 算 子 的 任何 本 征 值 的 精确 公式 , 但 是 我 们 却 知 道 


它 的 本 征 值 之 和 等 于 0, 这 是 因为 上 面 矩 阵 的 对 角 线 元 素 之 和 等 
于 由 

通过 转换 成 矩阵 的 迹 的 语言 , 利用 上 面 的 定理 容易 证 明 算 
子 的 迹 的 一 些 有 用 性 质 , 其 中 有 些 性 质 是 已 经 证 明 过 的 , 或 者 是 
显然 的 . 在 下 一 个 推论 的 证 明 中 , 我 们 就 是 这 么 做 的 . 


10.12 推论 : 车 5,T e L(V), 则 
trace(ST) = trace(T'S), 
trace(9 + T) = trace 9 十 trace 了 
证 阴 : 设 5S,Te L(V). 任 取 VV 的 一 个 基 , 则 
trace(ST') = traceAM(ST,) 


VC) 
= trace (人 A4( 了 ) 


= trace (M(S)MI(T)) 
AU) 
= trace MI(TS) 
= trace (T'S), 
其 中 第 一 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 由 10.11 得 到 , 中 间 的 等 式 由 
10.9 得 到 . 这 就 完成 了 第 一 个 结论 的 证 明 . 
要 证 明 第 二 个 结论 , 注意 到 
trace (S+T)= trace M(S+T,) 
= trace (M(S) + MI(T)) 
= trace M(S) + trace MI(T) 
= trace 9 + trace T, 
其 中 第 一 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 也 是 由 10.11 得 到 的 ; 根据 宅 


阵 的 迹 的 定义 , 第 三 个 等 式 是 显然 的 . 这 就 完成 了 第 二 个 结论 的 
证 明 . 加 


利用 前 面 这 些 方法 可 以 得 到 下 面 的 奇妙 推论 . 这 个 结果 在 
无 限 维 向 量 空间 上 的 推广 可 以 导出 量子 理论 的 一 些 重 要 结论 . 
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这 个 推论 的 氢 
述 并 未 涉及 迹 ， 
但 其 简短 的 证 
明 却 用 到 了 迹 . 
在 数学 中 一 旦 
有 类 似 的 事情 
发 生 , 我 们 可 以 
确信 背后 一 定 
隐藏 着 一 个 很 


注意 ，det 人 只 
依 剖 于 了 而 不 
依赖 于 VV 的 基 ， 
因为 人 的 特征 
多 项 式 不 依赖 
于 基 的 选取 . 


10.13 推论 : 不 存在 算 子 S,TE L(V) 使 得 ST 一 TS=I. 
证 明 : 设 S$,Te L(V), 那么 


trace (ST — TS) = trace (ST) 一 trace (TS) 
3 


其 中 第 二 个 等 式 由 10.12 得 到 ,显然 了 的 迹 等 于 dim V, 不 等 于 
0. 因为 ST -TS 和 /有 不 同 的 迹 , 所 以 它们 不 相等 . 
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对 于 耳 e L(V), 定义 了 的 行列 式 (determinant) 为 了 的 
特征 多 项 式 的 常数 项 乘 以 (1)iimV, 记 为 det TT. 定义 中 使 用 因 
子 (-Dcm” 的 动机 来 目 10.6. 

如 果 V 是 复 问 量 空间 , 那么 由 10.6 立即 可 得 , det7 等 于 了 
的 本 征 值 的 乘积 , 计 重 数 . 回想 一 下 , 如 果 V 是 复 向 量 空间 , 那 
么 V 有 基 使 得 7 关于 此 基 具 有 上 三 角 和 矩阵 (参见 5.13); 因此 
det 了 等 于 这 个 矩阵 的 对 角 线 元 素 之 积 (参见 8.10). 

如 果 V 是 实 向量 空 间 , 那么 detT 等 于 的 本 征 值 之 积 
再 乘 以 了 的 本 征 对 的 第 二 个 坐标 之 积 , 每 个 都 按照 重 数 重复 
一 一 这 里 使 用 了 10.7 并 观察 到 m = dimV - 2M (使 用 10.7 
的 记号 ), 于 是 (-1) = (1)smV, 

例如 , 设 算 子 Te C(C3) 的 矩阵 为 10.8. 在 上 一 节 我 们 知 
道 , 7 的 本 征 值 为 1,2+ 3i, 2 3i, 并 且 重 数 都 为 1. 计算 本 征 值 
的 乘积 得 det T = (1D)(2 十 30)(2 - 3 让 即 det T= 13. 

义 如 , 设 算 子 Te C(R3) 的 矩阵 为 10.8 (注意 , 上 一 段 讨论 
的 是 复 向 量 空间 ; 现在 讨论 的 是 实 向 量 空间 ), 我 们 早 就 注意 到 
J 了 ,1 是 了 的 唯一 本 征 值 ( 重 数 为 1), 并 且 (-4,13) 是 了 的 唯一 
本 征 对 ( 重 数 为 1). 计算 本 征 值 之 积 与 本 征 对 的 第 二 个 坐标 之 
积 的 乘积 得 det T = (1)(13), 即 det T = 13. 
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当 找 到 利用 算 子 的 矩阵 来 计算 其 行列 式 的 公式 (对 复 问 量 
空间 和 实 向 量 空间 都 适用 ) 以 后 , 前 面 两 个 例子 中 的 算 子 的 行列 
式 相 同 的 原因 就 清楚 了 . 

本 节 将 证 明 行列 式 的 一 些 简 单 而 重要 的 性 质 ， 下 一 节 将 会 
发 现 利用 了 (关于 任意 其 ) 的 矩阵 计算 det 的 方法 ， 首 先 来 
证 明 一 个 至 关 童 要 的 结果 , 我 们 的 处 理 方 法 使 得 它 的 证 明 非 党 
简单 . 


10.14 命题 : 一 个 算 子 是 可 递 的 当 且 仅 当 它 的 行列 式 不 等 于 零 ， 


证 了 明 : 首先 , 设 V 是 复 向 量 空 间 , 并 且 Te L(V). 算 子 了 
是 可 逆 的 当 且 仅 当 0 不 是 工 的 本 征 值 . 显然 , 这 个 条 件 成 立 当 
且 仅 当 了 的 本 征 值 的 乘积 不 等 于 0. 因此 ,7 是 可 逆 的 当 且 仅 当 
det 7T <0. 

现在 假设 V 是 实 向 量 空间 , 并 且 Te L(V). 此 时 仍 有 , 了 
是 可 首 的 当 且 仅 当 0 不 是 开 的 本 征 值 . 采用 10.7 的 记号 有 
10.15 detT es Ny 
其 中 这 些 入 是 了 的 所 有 本 征 值 , 这 些 6 是 了 的 所 有 本 征 对 的 
第 二 个 坐标 , 每 个 都 按照 重 数 重复 . 对 于 每 个 本 征 对 (aj, 6B;) 都 
有 oj < 46;， 特别 地 , 每 个 6; 都 是 正 的 ， 从 而 (参见 10.15)， 


Ni...Xnm 尖 0 当 且 仅 当 det 三 类 0. 于 是 了 是 可 首 的 当 且 仅 当 
det 7T' 0. 图 


如 果 工 e L(V), 并 且 和 ,ze F, 那么 入 是 了 的 本 征 值 当 且 
仪 当 z-- 入 是 zI-T 的 本 征 值 , 这 征 因 为 


2 人) 二 


等 式 两 端 同 时 取 dimV 次 客 , 然后 再 取 零 空间 可 知 , 入 作为 了 的 
本 征 值 的 重 数 等 于 z - 入 作为 zI 一 TT 的 本 征 值 的 重 数 . 下 一 个 
引 理 给 出 了 关于 本 征 对 的 一 个 类 似 的 结果 . 我 们 将 利用 这 个 引 
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实 向 量 空间 比 
复 向 量 空间 更 
难处 理 . 你 第 
一 次 读 这 一 章 
时 , 可 以 只 考虑 
复 向 量 空间 , 把 
精力 集中 于 基 
本 思想 , 而 忽略 
处 理 实 向 量 空 
间 所 需要 的 特 
殊 方 法 . 


理 来 证 明 特征 多 项 式 可 以 表示 成 茶 个 行列 式 . 


10.16 引 理 : 设 Y 是 实 向 量 空间 , TE L(V), a,D,zE 及 , 并 且 
a < 46, 那么 (a,B) 是 TT 的 本 征 对 当 且 仅 当 (一 2x 一 Q, 2 十 QZ 十 
8) 是 ZT- 了 的 本 征 对 . 进一步 , 这 两 个 本 征 对 的 重 数 相同 . 


证 明 : 彰 先 , 需要 验证 (-2z - az2 + az 十 G) 满足 本 征 对 
所 要 求 的 不 等 式 . 我 们 有 


(一 27 一 ao) = 4r 十 4az 十 az 
< 4z2 十 4az 十 48 
= 4(z 十 az 十 D). 


因此 (-2z 一 a,2? 十 az 十 6B) 满足 所 需要 的 不 等 式 . 
现在 , 你 应 该 验证 


T+aT+6I= (rxT=T)Y= (2x +a)(rIT=T)+ (x +ar+ 8B)L, 


于 是 ， (a, 6) 十 了 的 本 征 对 当 且 仪 当 (一 27 a Q, 7 十 QQ 十 DO) 是 
zT 一 了 的 本 征 对 . 进一步 , 等 式 两 端 取 dimV 次 靶 , 然后 再 取 零 
空间 即 知 重 数 相等 . 


大 部 分 教材 都 把 下 面 的 定理 作为 特征 多 项 式 的 定义 . 采用 
这 种 处 理 方法 的 教材 必需 在 接触 有 趣 的 线性 代数 之 前 用 大 量 的 
时 间 来 发 展 行列 式 理论 . 


10.17 定理 : 设 Te L(V), 则 TT 的 特征 多 项 式 等 于 det(zI 一 T). 


证 明 : 首先 , 设 V 是 复 问 量 空间 . 令 入,… ,和 表示 了 
的 本 征 值 , 按照 重 数 重复 . 于 是 对 > e C, zI 一 了 的 本 征 值 为 
Zz 一 和 1,… ,ZzZ 一 入, 按照 重 数 重复 . zT -人 的 行列 式 是 这 些 本 征 
值 的 乘积 . 也 就 是 说 ， 


det(zT — TT)=(z— A):.…(z— Mn). 


根据 定义 , 上 面 等 式 的 右 端 是 了 的 特征 多 项 式 , 这 就 完成 了 V 


| 


os 3 Se 。 i i Ek ~ 
A 


8$10.4 上 短 阵 的 行列 式 


是 复 向 量 空间 的 情形 的 证 明 . 
现在 假设 V 是 实 问 量 空间 . 令 Xi , Am 表示 T 的 所 有 本 
征 值 , (al, 81),… , (am, Bm) 表示 了 人 的 所 有 本 征 对 , 每 个 都 按照 
重 数 重复 . 于 是 对 ze R，zxzI -7T 的 本 征 值 为 z 一 AN ,7 一 入 
并 且 由 10.16 知 xI 一 工 的 本 征 对 为 
2 


(—27 — QT +ort+ i),,(—27— aM, rT’ + amr+ Pm), 


每 个 都 按照 重 数 重复 . 因此 


det(zT 一 人) 
= (ZC— AN):.… (zo Mn) 十 atz 十 B1):… (x + amz+ hu). 


根据 定义 , 上 面 等 式 的 右 端 是 了 特征 多 项 式 , 这 就 完成 了 V 是 
实 向 量 空间 情形 的 证 明 . 加 
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本 节 主 要 讨论 如 何 利 用 了 (关于 任意 基 ) 的 矩阵 来 计算 det 了 


首先 讨论 最 简单 的 情形 . 设 V 是 复 向 量 空间 , T < L(V), 并 取 
V 的 基 使 得 了 关于 此 基 有 上 三 角 算 阵 ， 在 上 一 节 我 们 注意 到 ， 
det 了 等 于 这 个 矩阵 的 对 角 线 元 素 之 积 . 这 样 简单 的 公式 普遍 成 
立 中 ? 

可 惜 行列 式 比 迹 要 复杂 得 多 . 特别 地 ,detT 未 必 等 于 开关 
于 任何 基 的 矩阵 M(T) 的 对 角 线 元 素 之 积 . 例如 , 上 一 节 我 们 看 
到 , Fa 上 具有 矩阵 10.8 的 算 子 的 行列 式 等 于 13, 但 是 那个 矩阵 
的 对 角 线 元 素 之 积 却 等 于 0。 

对 于 每 个 方 阵 4, 我 们 都 要 定义 4 的 行列 式 , 记 为 det 4， 
使 得 无 论 用 哪个 基 来 计算 M(T) 都 有 detT = det M(T). 为 了 
寻找 矩阵 行列 式 的 正确 定义 , 先 来 计算 某 些 特殊 算 子 的 行列 式 . 

设 c1,.… ,cn e 都 是 非 零 标量 , 并 且 (v1,… ,on) 是 六 的 
基 . 考虑 算 子 Te C(V) 使 得 M(T, (ol ,on)) 等 于 
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回想 一 下 ， 如 
果 和 站 子 TT Ee 
L(V) 的 极 小 多 
项 式 的 次 数 为 
dimV, 那么 工 
的 特征 多 项 式 
等 于 全 的 极 小 
多 项 式 . 计算 
极 小 多 项 式 通 
常 是 求 特征 多 
项 式 的 有 效 的 
方法 . 


0 Cn 


10.18 C2 0 


Cn—l1 0 


在 这 个 矩阵 中 , 除了 右上 和 角 的 元 素 和 紧 位 于 对 角 线 之 下 的 那 条 
直线 上 的 元 素 之 外 , 其 余 元 素 都 等 于 0. 我 们 来 求 了 的 行列 式 . 
注意 到 


/ 2 n—1 
(V1, TV1,7 Vi, i V1) 


Fe (V1, C1V2, C1C203， We ny 


因此 (v1, TV1, i > i ) 是 线性 无 关 的 (所 有 的 C 都 非 零 ). 了 
是 , 如 果 p 是 次 数 不 超 过 n - 1 的 非 零 多 项 式 , 那么 p(T)vi 0. 
也 就 是 说 , 了 的 极 小 多 项 式 的 次 数 不 可 能 小 于 n， 你 应 该 验证 ， 
对 每 个 了 都 有 T?*vw; = cl…:cnbj 于 是 T" = cl…:cnyT， 因 
此 和 刀 -ci cn 是 了 的 极 小 多 项 式 . 因为 = dimV, 所 以 
z? 一 c1.…cn 也 是 了 的 特征 多 项 式 . 用 (1)" 乘 以 这 个 多 项 式 
的 常数 项 得 


10.19 det T= (一 1 cl .cn 


如 果 某 个 c; 等 于 0, 那么 显然 工 不 是 可 道 的 , 从 而 det T= 0, 于 
是 同样 的 公式 仍然 成 立 . 因此 , 为 使 det T = det M(T), 我 们 必 
须 让 10.18 的 行列 式 等 于 (一 1)*-!ici cs， 但 我 们 现在 还 没有 
足够 的 证 据 来 给 出 任意 方 阵 的 行列 式 定义 的 一 个 合理 的 猜想 . 
为 了 计算 一 类 更 复杂 的 算 子 的 行列 式 , 我 们 引入 排列 的 概 
念 . (1 ,n) 的 一 个 排列 (permutation) 是 一 个 组 (m1,…， 
mn), 其 中 1,… ,n 中 的 每 个 数 恰 好 出 现 一 次 . (1,… ,n) 的 所 有 
排列 组 成 的 集合 记 为 permn. 例如 , (2,3…… ,n,1) e permn. 你 
应 该 想到 , 把 前 ”个 正 整 数 按 某 种 顺序 排 起 来 就 是 permm 的 一 
个 元 素 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 讨论 由 复数 组 成 的 矩阵 ( 现 阶段 
我 们 只 提供 动机 一 一 正式 的 证 明 将 在 后 面 给 出 ). 假设 V 是 复 
问 量 空间 , 并 设 cu … ,cn € C，(v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 考虑 
可 以 如 下 得 到 的 排列 (pi,… ,pn) e permn: 将 (1,… ,n) 拆 成 


in 下 和 
Me li i i 信人 i yp hg Ct CC 
. -2 
1 


ND ad bes ns” MW FT di. A pt 
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连续 整数 的 组 , 然后 把 每 组 的 第 一 项 移 到 该 组 的 最 后 . 例如 , 取 
n 二 9, 则 排列 


10.20 (2, 3, 1, 5, 6., 7, 4, 9, 8) 


: 可 以 这 样 得 到 : 将 (1,2,3), (4,5,6,7), (8,9) 各 组 中 的 第 一 项 移 到 
; 最 后 , 得 到 (2, 3, 1), (5,6,7,4), (9.8), 然后 再 把 它们 放 在 一 起 即 得 
: 10.20. 设 算 子 了 Ts L(V) 使 得 


10.21 To 一 Cop k=1,..…,n. 


我 们 想 求 detT 的 公式 . 这 推广 了 前 面 的 例子 , 这 是 因为 , 如 果 
(pi1,… ,pn) 恰好 是 排列 (2,3,:… ,n,1), 那么 矩阵 等 于 10.18 的 
算 子 了 与 10.21 所 定义 的 算 子 是 相同 的 . 

由 10.21 所 定义 的 算 子 了 关于 基 (v1,… ,un) 的 矩阵 是 如 
下 的 分 块 对 角 和 矩阵 


其 中 每 个 块 都 是 形 如 10.18 的 方 阵 . 了 的 所 有 本 征 值 等 于 Ai， 

“……. , Axm 的 所 有 本 征 值 的 并 集 (参见 第 9 章 习 题 3). 回想 一 下 ， 
复 向 量 空 间 上 的 算 子 的 行列 式 是 其 本 征 值 的 乘积 , 可 见 , 方 阵 行 
列 式 的 定义 应 该 使 得 


det A = (det A1)::: (det Am). 


然而 我 们 已 经 知道 如 何 计算 每 个 与 10.18 同形 (当然 n 的 取 什 
可 能 不 同 ) 的 4; 的 行列 式 . 把 所 有 这 些 合 起 来 应 该 有 


det A = (—1)™ 1 (1)™ le .en, 


其 中 4; 的 大 小 为 nj x nj. 数 (一 1)"!1.…( 一 1)"*-! 称 为 排列 
(P1;… ,pn) 的 符号 ， 记 为 sign(pi,… ,pn) (这 只 是 一 个 临时 的 
定义 , 等 到 我 们 定义 了 任意 排列 的 符号 之 后 将 改 用 一 个 等 价 的 
定义 ). 
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有 些 教材 使 用 
不 必要 的 奇特 
术语 正 负 号 函 
数 (signum), 
它 的 意思 就 是 
符号 . 


要 把 它 写 成 不 依赖 于 特殊 排列 (pi1,:… ,pn) 的 形式 , 令 ai 
表示 A 中 第 了 行 第 列 元 素 ; 那么 


| 0 看 了 天 pki 
Qj,k 一 


ck 看 了 =DP: 
于 是 
10.22 
det 4 = 六 (sign(rmnl， , Mn) )arma ,1 “QQmn,n,) 


(1 Mn)EPern: n 


这 是 因为 除了 对 应 于 排列 (pi1,… ,pn) 的 那个 和 项 之 外 , 其 余 的 
每 个 和 项 都 等 于 0. 

现在 考虑 任意 和 玫 阵 4, 其 中 第 j 行 第 大 列 的 元 素 为 ajk. 受 
上 一 - 段 的 启发 ,我们 猜想 det 4 应 该 定义 由 10.22 定义 . 可 以 证 
明 这 是 对 的 . 现在 我 们 可 以 忽略 动机 , 开始 更 加 正式 的 推导 . 首 
先 , 需要 定义 任意 排列 的 符号 . 

如 果 在 组 (mi,… ,mm) 中 , 使 得 7 出 现在 大 后 面 的 整数 对 
(j,k), 1 和 7 < 天才 m 的 个 数 是 偶数 , 则 定义 排列 (mi,:… ,mn) 
的 符号 (sign) 为 1; 如 果 这 样 的 整数 对 的 个 数 是 奇数 , 则 定义 排 
列 (ma ,mn) 的 符号 为 -i. 也 就 是 说 , 如 果 自 然 顺 序 被 改变 
了 偶数 次 , 那么 排列 的 符号 等 于 1; 如 果 自 然 顺序 被 改变 了 奇数 
次 , 那么 排列 的 符号 等 于 --1. 例如 , 在 排列 (2,3,… ,n,1) 中 , 使 
得 ; < 8 并 反 序 出 现 的 整数 对 (j,k) 只 有 (1,2), (1,3),… , (1,n); 
因为 这 样 的 对 共有 n 一 1 个 , 所 以 这 个 排列 的 符号 等 于 (一 1)"-! 
(注意 , 与 10.19 中 出 现 的 量 一 致 ). 

通过 将 排列 (1,2,3,4) 中 的 前 两 个 元 素 互 换 所 得 到 的 排列 
(2, 1,3,4) 的 符号 为 -1. 下 一 个 引 理 表明 , 互 换 任 给 排列 中 的 任 
意 两 个 元 素 都 会 改变 该 排列 的 符号 . 


10.23 引 理 : 互 换 排列 中 的 两 个 元 素 将 改变 排列 的 符号 . 


证 明 : 假设 有 两 个 排列 , 其 中 第 二 个 排列 是 通过 互 换 第 一 个 
排列 中 的 两 个 元 素 得 到 的 . 如 果 被 互 换 的 两 个 元 素 在 第 一 个 排 
列 中 是 以 目 然 顺序 出 现 的 ， 那 么 它们 在 第 二 个 排列 中 就 不 再 以 
目 然 顺序 出 现 ,， 反 之 亦 然 . 因此 , 互 换 使 得 这 两 个 元 素 组 成 的 数 
对 的 反 序 数目 的 改变 量 为 1 或 者 -1 (两 者 都 是 奇数 ). 
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考虑 介 于 被 互 换 的 两 个 元 素 之 间 的 元 素 . 如 果 中 间 的 一 个 
元 素 最 初 和 被 互 换 的 第 一 个 元 素 是 按照 自然 顺序 出 现 的 ,那么 
在 互 换 之 后 它们 就 是 反 序 出 现 的 , 反之 亦 然 . 类 似 地 , 如 果 中 间 
的 一 个 元 素 最 初 和 被 互 换 的 第 二 个 元 素 是 按照 自然 顺序 出 现 的 ， 
那么 在 互 换 之 后 它们 就 是 反 序 出 现 的 , 反之 亦 然 . 于 是 , 对 于 中 
则 的 每 个 元 素来 说 , 这 样 的 互 换 最 终 使 得 与 之 有 关 的 反 序 数 对 
的 数目 的 改变 量 为 2, 0, 或 者 -2 (都 是 偶数 )， 

对 于 所 有 其 他 的 元 素 , 相关 的 反 序 数 对 的 数量 没有 变化 . 所 
以 反 序数 对 的 数量 的 实际 变化 总 量 是 一 个 奇数 .十 是 第 二 个 排 


列 的 符号 等 于 -1 乘 以 第 一 个 排列 的 符号 四 
如 果 4 是 mxm 矩阵 
Q1,1 Ql1,n 
10.24 A 一 》 
Un,1 Qn,n 


那么 4 的 行列 式 (determinant), 记 为 det 4, 定义 为 
10.25 


det 4 = > 


(mi, ,mn)EpPermn n 


(sign(m1, 0 CO “QQmn,n. 


例如 , 若 4 是 1x1 答 阵 [a11], 那么 det 4 = ai 这 是 因 
为 perm1 中 只 有 一 个 元 素 , 即 (1)， 所 以 它 的 符号 是 1. 骨 看 一 
个 更 有 趣 的 例子 , 考虑 一 个 典型 的 2 x 2 算 阵 . 显然 perm2 含有 
两 个 元 素 , 即 (1,2) 和 (2,1), 它们 的 符号 分 别 是 1 和 -1. 因此 


Ql1,1l QQ1,2 
10.26 det = Q1,1Q2,2 一 Q2,1Q1,2. 
CQ2,1 0Q2,2 


为 了 保证 你 理解 这 个 过 程 , 你 应 该 找 出 3 x 3 矩阵 


Ql Q1,2 QQ1,3 
CQ21 (422 402,3 


Q3,1 QQ32 43,3 


的 行列 式 公式 , 这 只 要 利用 上 面 给 出 的 定义 即 可 (即使 你 已 经 知 
道 答案 也 应 该 这 么 做 ). 


这 个 定义 的 动 
机 来 自 10.22. 


集合 perm3 中 
含有 6 个 元 
素 ， 一 般 来 说 ， 
permmn 中 含有 
nl! 个 元 素 . 注 
意 ， 当 n 增 大 
时 ，n! 迅速 增 
大 : 
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我 们 来 计算 下 面 的 上 三 角 和 矩阵 的 行列 式 ， 


排列 (1,2,… ,nn) 的 符号 为 1, 因此 给 出 det 4 的 定义 10.25 中 
的 一 项 mi … orn. 任意 其 他 的 排列 (mi,… ,mn) e permn 至 | 
少 包含 一 个 元 素 m; 使 得 mj; > j, 即 am,,; =0 (因为 A 是 上 三 
角 和 矩阵 ). 于 是 det 4 的 定义 10.25 中 其 他 的 每 个 和 项 对 求 和 都 
没有 贡献 . 因此 det 4 = al1:…ann. 也 就 是 说 , 上 三 角 秆 阵 的 
行列 式 等 于 对 角 线 元 素 的 乘积 . 特别 地 , 由 此 可 得 , 如 果 Y 是 复 
向 量 空间 , Te L(V), 并 且 取 Y 的 一 个 基 使 得 关于 此 基 AM(T) 
是 上 三 角 和 矩阵 , 那么 det T= det M(T). 我 们 的 目标 是 证 明 这 个 
结论 对 V 的 每 个 基 都 成 立 , 而 不 只 是 对 给 出 上 三 角 和 矩阵 的 基 成 
a 

通过 推广 上 一 段 的 计算 , 下 面 将 证 明 , 如 果 4 是 分 块 上 二 
角 和 矩阵 


a 
纺 
良 
盖 


Ai * 


其 中 每 个 A; 都 是 1 x 1 或 2 x 2 矩阵 , 那么 
10.27 det A = (det A1)..: (det A,,). 


要 证 明 这 一 点 , 考虑 permn 中 的 一 个 元 素 . 如 果 这 个 排列 把 对 角 
线 上 对 应 于 某 个 1 x 1 块 的 指标 移 到 任何 其 他 位 置 , 那么 这 个 排 
列 在 定义 det 4 的 和 式 10.25 中 对 求 和 就 没有 贡献 (因为 4 是 
分 块 上 三 角 和 矩阵 ). 对 于 对 角 线 上 的 一 个 2x2 块 所 对 应 的 一 对 指 
标 , 排列 一 定 保持 这 对 指标 不 变 或 者 把 它们 互 换 ; 否则 , 这 个 排 
列 在 定义 det 4 的 和 式 10.25 中 对 求 和 也 没有 贡献 (因为 A 是 分 
块 上 三 角 和 矩阵 ). 根据 这 些 观察 和 2 x 2 和 矩阵 的 行列 式 公式 10.26 
可 得 10.27. 特别 地 , 如 果 V 是 实 向 量 空间 , Te L(V), 并 且 取 | 
的 一 个 基 使 得 关于 此 基 MM(T) 是 形 如 9.10 的 分 块 上 三 角 矩 阵 ， 


spe io ha an eda act TR 


而 且 对 角 上 都 是 1 x 1 或 者 2 x 2 块 , 那么 detT = det M(T). 


§ 
ar 
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我 们 的 目标 是 要 证 明 , 对 每 个 Te L(V) 和 了 的 每 个 基 都 
有 det T= det M(T). 为 此 , 需要 给 出 行列 式 的 一 些 性 质 . 下 面 
的 引 理 是 其 中 的 第 一 个 性 质 . 


10.28 引 理 : 假设 4 是 一 个 方 阵 . 如 果 召 是 通过 互 换 入 的 两 
列 所 得 到 的 甜 阵 , 那么 


det A = 一 dqet B. 


证 明 : 设 A 由 10.24 给 出 , 并 且 B 是 通过 互 换 A 的 两 
列 得 到 的 . 考虑 det 4 的 定义 中 的 和 式 10.25 以 及 det B 的 定 
义 中 的 相应 和 式 . 这 两 个 和 式 中 出 现 的 那些 a 的 乘积 是 相同 
的 , 只 是 相应 的 排列 不 同 , 而 且 det B 的 排列 是 通过 互 换 det A 
的 相应 排列 中 的 两 个 元 素 得 到 的 , 所 以 det B 的 排列 的 符号 等 
于 det 4 的 相应 排列 的 符号 乘 以 -1 (参见 10.23)， 因 此 det 4 
= 一 det B. 国 


如 果 荆 e L(V), 并 且 人 (关于 某 个 基 ) 的 矩阵 具有 两 个 相同 
的 列 , 那么 了 不 是 单 的 , 于 是 det = 0. 虽然 对 下 一 个 引 理 的 
这 个 解释 看 似 合理 , 但 却 不 能 当成 证 明 , 因为 我 们 现在 还 不 知道 


~ detT = det M(T). 


10.29 引 理 : 如 果 方 阵 4 有 两 个 列 是 相同 的 , 那么 det A = 0. 


证 明 : 设 方 阵 4 有 两 个 列 是 相同 的 . 把 4 的 这 两 个 相同 
的 列 互 换 仍 得 到 最 初 的 矩阵 4. 因此 , 由 10.28 ( 取 互 = 4) 得 
det A 二 一 det A, 从 而 det4=0. 区 


本 节 比 较 长 , 所 以 我 们 暂停 一 段 .， 每 章 第 一 页 出 现 的 符号 
六 是 用 来 占 地 方 的 装饰 , 这 是 为 了 使 每 章 的 第 一 节 从 下 一 页 开 
始 . 第 1 章 有 1 个 这 样 的 符号 , 第 2 章 有 2 个 这 样 的 符号 ， 
依 此 类 推 . 这 些 符号 随 着 章 的 增加 而 变 小 ， 你 可 能 还 没有 注意 
到 , 各 章 开头 的 这 些 符号 所 占 的 面积 之 和 是 相同 的 .例如 , 第 
10 章 开头 的 每 个 符号 的 直径 都 等 于 第 1 章 开头 的 符号 的 直径 的 
1T/V10. 


推导 行列 式 的 


性 质 足 以 写 一 


整 本 书 . 幸好 我 
们 只 需要 一 些 


基本 性 质 . 
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有 些 教材 把 行 
列 式 定义 为 方 
阵 的 函数 ， 这 
个 函数 分 别 
对 每 个 列 都 是 
线性 的 ， 并且 
满足 10.30 和 
det 了 二 1. 要 证 
明 这 样 的 函数 
存在 且 唯 一 需 
要 做 大 量 的 工 
作 . 


我 们 需要 引入 一 种 记号 以 便利 用 和 拖 阵 的 列 来 表示 矩阵 .如 
果 4 是 mx 矩阵 


C11 ”Qin | 


Q1,k 
Qk = : 
Qn,k 
我 们 将 把 A 写成 
[al wk an|, 


这 里 把 ak 看 作 4 的 第 列 . 采用 这 样 的 记号 要 注意 , 具有 两 
个 下 标的 ojx 表示 A 的 一 个 元 素 , 而 具有 一 个 下 标的 ak 表示 
4 的 一 个 列 . 

下 一 个 引 理 说 明 , 把 矩阵 4 的 列 重新 排列 , 行列 式 就 变 成 
了 A 的 行列 式 乘 以 这 个 排列 的 符号 . 


10.30 引 理 : 设 4=[ al … an ] 是 nnXxn 矩阵 如果 
(mi,… ,mn) 是 一 个 排列 , 那么 


detlam, |: Qam,|= (sign(m1i,:.. ,mn))det A. 


证 了 明 : 假设 (mi,:… ,mn) < permn， 我 们 可 以 通过 一 系 
列 步 又 把 矩阵 | aw,， ::: am， |] 变 成 4.， 每 一 步 我 们 都 
因此 所 得 到 的 行列 式 等 于 前 一 个 行列 式 乘 以 一 1 ( 参 

ee 
(1,… ,m) 所 需要 的 互 换 元 素 的 次 数 , 为 了 完成 证 明 , 只 需 注 意 
到 如 果 (m1;,… ,mn) 的 符号 为 1, 那么 这 个 次 数 是 偶数 ; 如 果 
(pi ,mn) 的 符号 是 -1, 那么 这 个 次 数 是 奇数 (由 10.23, 并 
注意 到 排列 (1 .… ,n) 的 符号 为 1). 加 


令 和 A=| al :… an 1]. 对 于 1<k<n, 把 第 k 列 之 外 的 
列 都 看 作 是 固定 的 . 我 们 有 


i ah es 
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det A 一 det|ai "Qk 0 Qn|， 


并 且 我 们 可 以 把 det 4 看 作 第 上 列 ax 的 函数 . 这 个 函数 把 an 
映 成 上 面 的 行列 式 , 而 且 是 从 FF 上 的 n xl 和 矩阵 所 构成 的 向 量 
空间 到 下 的 线性 映射 . 线性 由 10.25 易 得 , 因为 10.25 中 的 每 个 
和 项 都 恰好 包含 4 的 第 上 列 中 的 一 个 元 素 . 

我 们 现在 可 以 证 明 方 阵 的 行列 式 的 一 个 主要 性 质 ， 通过 这 
个 性 质 我 们 能 够 把 算 子 的 行列 式 和 它 的 矩阵 的 行列 式 联 系 起 来 . 
注意 , 这 个 证 明 比 关于 迹 的 相应 结果 的 证 明 要 复杂 得 多 (参见 
10.9). 


10.31 定理 : 如 果 和 和 BB 是 大 小 相同 的 方 阵 , 那么 ”这 个 定理 是 由 

法 国 数学 家 比 

内 (Jacques Bi- 

证 明 : 设 A=[ ao … on 其 中 每 个 ak 都 是 A 的 一 Pet 和 柯 西 于 

个 n x1 的 列 . 令 1812 年 首先 证 
明 的 . 


det(AB)= det(BA) = (det A)(detB). 


其 中 每 个 b; 都 是 B 的 一 个 n x 1 的 列 . 令 ey 表示 第 上 行 的 元 
”“ 素 等 于 1, 其 余 元 素 都 等 于 0 的 n x 1 秆 阵 . 注意 到 Aek = ax， 
Ber = bx. 进一步 有 ， 三 

首先 证 明 det(AB) = (det A)(det B). 对 算 阵 乘法 的 定义 稍 
加 回忆 即 得 AB =| 4b :.. Ab,， 1]. 因此 


det(AB) 
=det| Ab! :.. Ab, | 
ms 
= det D> bmi,1Aem, … D> ，， bn Aem, | 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 反复 利用 det 作为 第 一 列 的 函数 是 线性 的 
这 个 性 质 得 到 的 . 在 上 面 的 最 后 一 个 求 和 式 中 , 存在 某 个 ) 关上 
使 得 m; = mx 的 所 有 项 都 可 以 忽略 , 因为 具有 两 个 相同 列 的 托 
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阵 的 行列 式 等 于 0 (由 10.29). 因此 , 我 们 不 需要 对 mil, … ,mo 
的 所 有 取 值 求 和 , 而 只 需 对 使 得 这 些 rm; 具有 不 同 值 的 排列 求 
和 , 其 中 每 个 m; 都 取 值 于 1 …… ,n. 也 就 是 说 


det(AB,) 
二 > 人 了 1 0 det| en， 人 en | 


(mi "0. ,MN ) Eperin ?72 


= > Os i bm in (Sign(mi, Ri ) det A 


(mi ,Mn jEpermn 


= (det A) >》 (sign(rnal， . , Mn)) bm,1 Opa 


(m1,%… ,mn)Epermn 


= (det A)(det B), 


a et hr ed Lt ine ERR i | 
So 人 
e 3 ¢ 


其 中 第 二 个 等 式 由 10.30 得 到 . 

上 一 段 证 明了 det(4B) = (det A)(det B). 百 换 A 和 BB 
的 角色 得 det(BA) = (det B)(det 4A), 即 det(BA) = (det A) 
(det B). 晤 


现在 我 们 可 以 证 明 , 算 子 的 矩阵 的 行列 式 与 计算 这 个 矩阵 
所 使 用 的 基 无 关 . 


10.32 推论 : 假设 Te L(V). 如 果 (ua ,Un) 和 (v1, ,vn) 
都 是 V 的 基 , 那么 


det AT (ui ,Un)) = det AT (oO ,Vn)). 


注意 ， 这 个 证 证 明 : 假设 (wi,… ,wn) 和 (v1,… ,vn) 都 是 V 的 基 , 并 设 
明 与 关于 迹 的 

类 似 结 果 的 证 A= MI(I, (wi,.…: , Un), (D1, le) 

明 相 似 (参见 

10.10). 那么 


det MT (ui ,Un)) = det(A™ (MI(T, (v1,..* ,vn))A)) 
= det((M(T, (v1,.… ,vn))A)A ) 
= det 人 AT (ol ,Vn)), 


其 中 第 一 个 等 式 由 10.3 得 到 , 第 二 个 等 式 由 10.31 得 到 . 第 三 个 
等 式 完 成 了 证 明 . 
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下 面 的 定理 是 说 , 算 子 的 行列 式 等 于 该 算 子 的 和 矩阵 的 行列 
式 ， 这 个 定理 并 没有 指明 所 用 到 的 基 , 这 是 因为 根据 上 面 的 推 
论 , 对 于 每 个 基 来 说 , 算 子 的 矩阵 的 行列 式 都 相同 . 


= 党 A i | 
. 泳装 中 ， i 让 了 
eo 


10.33 定理 : 若 Te L(V), 则 detT = det M(T). 


证 阴 ; 令 Te L(V)， 上 面 已 经 注意 到 , 由 10.32 可 知 det 
AM(T) 与 V 的 基 的 选取 无 关 . 因此 , 要 证 明 对 Y 的 每 个 基 都 有 


det T' = det MI(T), 


只 需 证 明 上 面 的 等 式 对 Y 的 某 个 其 成 立 , 而 这 是 已 经 证 明 过 的 
(在 230 页 ): 可 取 V 的 一 个 基 使 得 天 于 此 基 MM(T) 是 上 三 角 甜 
阵 (如 果 V 是 复 向 量 空间 ) 或 者 是 适当 的 分 块 上 三 角 扼 阵 (如 果 
V 是 实 向 量 空间 )， 


如 果 知 道 了 复 问 量 空间 上 一 个 算 子 的 矩阵 , 利用 上 面 的 定 
理 , 不 求 算 子 的 任何 本 征 值 就 可 以 求 出 所 有 本 征 值 的 乘积 . 例 
如 , 考虑 C5 上 和 矩阵 为 


0 1 0 0 0 
0 


0 0 0 1 0 


的 算 子 . 没 人 知道 这 个 算 子 的 任何 本 征 值 的 精确 公式 , 但 是 我 们 
却 知道 它 的 本 征 值 的 乘积 等 于 -3, 这 是 因为 上 面 矩 阵 的 行列 式 
等 于 -3. 

通过 转换 成 矩阵 行列 式 的 语言 , 利用 上 面 的 定理 容易 证 明 
算 子 的 行列 式 的 一 些 有 用 的 性 质 ， 其 中 有 些 性 质 是 已 经 证 明 过 
的 , 或 者 是 显然 的 . 我 们 在 下 一 个 推论 中 就 来 这 么 做 . 


10.34 推论 : 若 5S,T Ee L(V), 则 


det (ST) = det (TS) = (det S$)(det 了 ). 
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大 多 数 应 用 数 
学 家 认为 , 行列 
式 很 难 用 于 复 
杂 的 数值 计算 . 


证 明 : 假设 5,Te L(V). 取 V 的 任意 一 个 基 , 则 有 
det (ST) = det M(ST) 
= det (M(S)M(T)) 
= (det AM(S))(det M(T)) 
= (det S)(det 7), 


其 中 第 一 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 由 10.33 得 到 , 第 三 个 等 式 由 
10.31 得 到 . 

上 一 段 证 明了 det(ST) = (det S)(detT). 互 换 S 和 了 的 角 
色 即 得 det(TS) = (det T)(det S). 因为 F 中 元 素 的 乘法 具有 交 
换 性 , 所 以 上 面 的 等 式 又 可 以 写成 det(T5) = (det S)(detT). 
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在 这 最 后 一 章 , 我 们 在 引入 行列 式 之 前 就 已 经 证 明了 线性 
代数 的 基本 结果 . 虽然 行列 式 作为 更 高 等 的 课题 的 研究 工具 是 
有 价值 的 , 但 是 它们 在 基础 线性 代数 中 并 未 发 挥 多 少 作 用 ( 当 该 
课题 得 到 恰当 处 理 时 ). 行列 式 在 大 学 数学 中 确实 有 一 个 重要 的 
应 用 , 即 计 算 某 些 体积 和 积分 .在 这 最 后 一 节 中 , 我 们 将 利用 所 
学 习 的 线性 代数 知识 来 弄 清楚 行列 式 和 这 些 应 用 之 间 的 联系 . 因 
此 我 们 将 利用 线性 代数 来 处 理 分 析 中 的 一 部 分 内 容 . 

首先 来 看 研究 体积 时 需要 用 到 的 一 些 纯 线性 代数 的 结果 . 回 
想 一 下 , 内 积 空间 中 的 等 距 同 构 是 保持 范 数 的 算 子 . 下 一 个 结果 
表明 , 每 个 等 距 同 构 的 行列 式 的 绝对 值 都 等 于 1. 


10.35 命题 : 设 了 是 内 积 空间 . 若 9 e L(V) 是 等 距 同 构 ， 则 
detS ls z 


证 明 : 设 5S e L(V) 是 等 距 同 构 . 首先 考虑 V 是 复 内 积 空 
间 的 情形 . 此 时 5S 的 所 有 本 征 值 的 绝对 值 都 为 1 (由 7.37). 因 
此 , 5 的 所 有 本 征 值 ( 计 重 数 ) 的 乘积 的 绝对 值 也 为 1. 也 就 是 
说 , | det S| = 1. 
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现在 假设 V 是 实 内 积 空间 , 那么 V 有 一 个 规范 正 交 基 使 得 
5S 关于 此 基 有 分 块 对 角 和 矩阵 , 其 中 对 角 线 上 的 每 个 块 或 者 是 由 1 
或 -1 组 成 的 1 x 1 和 矩阵, 或 者 是 如 下 形式 的 2 x 2 矩阵 


人 ee ei 


ee | coS0 —sing 
sin 人 cos 
其 中 0 e (0,7t)( 参 见 7.38). 注意 到 每 个 形 如 10.36 的 矩阵 的 特 
征 多 项 式 的 常数 项 都 等 于 1 (因为 cos20 + sin 0 = 1). 因此 ,5 
的 每 个 本 征 对 的 第 二 个 坐标 都 等 于 1. 于 是 5 的 行列 式 是 一 些 
1 和 一 些 -1 的 乘积 . 特别 地 , | det S| = 1. 本 


设 V 是 实 内 积 空间 , S e L(V) 是 一 个 等 距 同 构 . 由 上 一 个 
命题 ,3 的 行列 式 等 于 1 或 者 -1. 注意 到 


{v EV :ou 一 一 7} 


是 由 5 的 相应 于 本 征 值 -1 的 所 有 本 征 向 量 组 成 的 V 的 子 空 
间 (或 者 是 子 空间 {0}, 如 果 -1 不 是 8 的 本 征 值 ). 从 几何 的 
角度 考虑 , 我 们 可 以 说 这 个 子 空间 是 5 的 反 向 子 空间 . 仔细 考 
| 察 上 一 个 命题 的 证 明 可 知 , 如 果 这 个 子 空间 的 维 数 是 偶数 , 那么 
det 5 = 1; 如 果 这 个 子 空间 的 维 数 是 奇数 , 那么 det S 二 -1 

| ””” 实 内 积 空间 上 的 自 伴 算 子 没有 本 征 对 (由 7.11). 因此 , 实 内 
: 积 空间 上 的 自 伴 算 子 的 行列 式 等 于 它 的 所 有 本 征 值 ( 计 重 数 ) 的 
: 乘积 (当然 , 这 个 结论 对 复 向 量 空 间 上 的 任意 算 子 都 成 立 , 无 论 
是 不 是 自 伴 的 ). 

回想 一 下 , 如 果 V 是 内 积 空间 , 并 且 Te L(V), 那么 Te*T 
是 正 算 子 , 因此 有 唯一 的 正平 方 根 , 记 为 VT*T (参见 7.27 和 
7.28)， 因 为 T*T 是 正 的 , 所 以 它 的 所 有 本 征 值 都 是 非 负 的 (还 
\ 是 参见 7.27), 于 是 它 的 行列 式 是 非 负 的 . 因此 在 下 面 的 讨论 中 
不 需要 对 det T*T 取 绝 对 值 . \ 


10.37 推论 : 假设 V 是 内 积 空间 . 若 Te L(V), 则 


|det T| = detvV 7T*T. 
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本 章 的 习题 24 
提示 了 这 个 推 
论 的 另 一 个 证 
明 . 


我 们 没有 给 出 
短语 “ 反 向 ”的 
正式 定义 , 因为 
这 些 解释 只 是 
为 了 帮助 直观 
理解 , 而 不 是 严 
格 的 数学 . 


证 明 : 假设 T € L(V)， 由 极 分 解 (7.41), 存在 等 距 同 构 
S ce L(V) 使 得 


1 S00 L, 


因此 


det T| = |det SldetVT*T 
det VL*T. 


其 中 第 一 个 等 式 由 10.34 得 到 , 第 二 个 等 式 由 10.35 得 到 ， 上 


设 V 是 实 内 积 空间 , 并 且 Te L(V) 是 可 道 的 . detT 是 正 
的 或 者 是 负 的 . 仔细 考察 上 面 推论 的 证 明 可 以 帮助 我 们 给 各 种 
情形 都 找 出 一 个 几何 解释 .要 看 到 这 一 点 ,首先 对 正 算 子 T*T 
应 用 实 谱 定理 (7.13), 得 到 V 的 一 个 规范 正 交 基 (el,… ,en) 使 
得 VT*Te; = 和 je;, 其 中 入 ,… ,和 是 VT*T 的 本 征 值 , 按照 重 
数 重 复 . 因为 每 个 Ai 都 是 正 的 , 所 以 VT*T 根本 不 使 任何 向 量 
反问 . 现在 考虑 极 分 解 


T = SVT*T, 


其 中 5 € L(V) 是 一 个 等 距 同 构 , 则 detT = (det 5S)(det VT*T). 
因此 , detT 是 正 的 还 是 负 的 取决 于 det 5S 是 正 的 还 是 负 的 . 前 
面 我 们 已 经 看 到 , 这 取决 于 S 的 反 向 子 空间 是 侦 数 维 的 还 是 奇 
数 维 的 . 因为 了 是 9 和 一 个 根本 不 使 任何 向 量 反 向 的 算 子 ( 即 
VT*T) 的 乘积 , 所 以 我 们 有 理由 说 detT 是 正 的 或 者 是 负 的 取 
决 于 工 使 向量 反 向 偶数 次 还 是 奇数 次 . 

现在 转向 体积 问题 , 这 里 只 考虑 ( 带 有 标准 内 积 的 ) 实 内 积 
空间 R". 我 们 给 R”" 的 每 个 子 集 Q 指定 一 个 n 维 体积 , 记 为 
volumeQ ( 当 n = 2 时 , 通常 称 之 为 面积 而 不 是 体积 ). 首先 讨 
论 立方 体 . 立方 体 的 体积 具有 很 好 的 直观 ，R" 中 边 长 为 +, 以 
(zl ,Zn € R"7 为 顶点 的 立方 体 (cube) 是 集合 
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{1 Yn) ERT :Tj <Y <THj+r j=1,..,n); 


你 应 该 验证 , 当 n = 2 时 , 这 是 正方 形 , 当 n = 3 时 , 这 是 我 们 
熟悉 的 3 维 立 方 体 . R* 中 边 长 为 + 的 立方 体 的 体积 定义 为 rm. 
定义 任意 集合 mc R" 的 体积 的 思想 就 是 把 9 写成 很 多 小 立方 
体 的 并 集 , 然后 再 把 这 些小 立方 体 的 体积 相 加 . 用 小 立方 体 的 并 
(可 能 是 无 限 并 ) 表 近 Q 越 精确 , 对 9 的 体积 的 估计 就 越 好 . 
与 其 给 体积 下 一 个 麻烦 的 严格 定义 , 倒 不 如 使 用 体积 的 直 
观 概 念 . 本 书 的 目标 是 理解 线性 代数 , 而 体积 的 概念 是 属于 分 析 
的 (不 过 我 们 很 快 就 会 看 到 体积 与 行列 式 的 紧密 联系 ). 因此 , 在 
本 节 的 其 余部 分 我 们 将 借助 体积 的 直观 概念 ， 而 不 去 做 严格 的 
推导 . 但 是 在 接 下 来 所 涉及 的 线性 代数 部 分 我 们 还 是 要 保持 一 
贯 的 严密 . 这 里 所 有 关于 体积 的 陈述 都 是 正确 的 一 一 这 里 所 给 
出 的 直观 论证 都 可 以 利用 分 析 手 段 转化 成 正式 的 严格 证 明 . 
对 于 Te L(V) 和 QcR", 定义 T(0) 为 


T(0)= {Tzx:7z € 0}. 


我 们 的 目标 是 利用 并 和 9 的 体积 来 找 出 T(O) 的 体积 公式 . 先 


来 看 一 个 简单 的 例子 . 设 入,… ,Mn 是 正 数 . 定义 TE L(R") 为 


全 (zl ,Tn) 一 (和 171) ,MnTn). 如 果 0 是 R" 中 的 一 个 边 长 
为 + 的 立方 体 , 那么 T(Q) 是 R” 中 的 一 个 边 长 为 和 7,… ,和 nr 
的 盒子 .这 个 盒子 的 体积 为 和 … Ar", 而 9 的 体积 为 r"， 因 
此 这 个 特定 的 T 作用 在 一 个 立方 体 上 所 得 到 的 体积 是 原来 的 
和 1……An 倍 , 即 det 工 售 . 
同上 , 假设 条 ,… ,和 都 是 正 数 . 现在 假设 (ei,:… ,en) 是 
R"” 的 规范 正 交 基 , T 是 R* 上 的 算 子 , 使 得 Te; = Ajej, j = 
1,… ,n. 在 (ei,… ,en) 是 R" 的 标准 基 的 特殊 情况 下 , 这 个 算 
子 与 上 一 段 所 定义 的 算 子 相同 . 甚至 对 任意 的 规范 正 交 基 (ej， 
. ,en)， 这 个 算 子 与 上 一 段 所 定义 的 算 子 都 具有 相同 的 性 质 
一 一 它 把 第 7 个 基 癌 量 乘 以 一 个 因子 和 Aj;. 因此, 我 们 有 理由 假 
设 , 这 个 算 子 也 把 体积 乘 以 了 一 个 因子 入 … A, 即 乘 以 了 det 了. 


熟悉 和 外 测度 的 


读者 会 看 出 这 
里 的 概念 . 
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在 介绍 本 节 的 主要 结果 之 前 , 我 们 还 需要 一 些 材料 . 设 5 < 
L(R") 是 任意 一 个 等 距 同 构 . 对 于 z,y e R", 我 们 有 


Isz — Syll = 13S(z — y)| 
= zx — Yl. 
也 就 是 说 , 5 不 改变 两 点 之 间 的 距离 .你 能 想象 得 到 , 这 意味 着 
5 不 改变 体积 . 具体 地 , 者 QC R", 则 volume 5(0) = volume&. 


现在 我 们 可 以 给 出 伪证 明 : 算 子 Te A(R") 的 作用 使 体积 
变 成 了 原来 的 |detT| 们 . 


名 
有] 
已 
习 
各 


3 
| 
法 
3 
| 


10.38 定理 : 若 Te L(R"), 则 


volume 7T(0) = ldetT| volume 人 人， CR 


证 明 : 首先 , 考虑 Te LA(R") 是 正 算 子 的 情形 . 设 入,:… ,入 
是 了 的 所 有 本 征 值 , 按照 重 数 重复 . 每 个 本 征 值 都 是 非 负数 ( 参 
见 7.27). 由 实 谱 定理 (7.13), V 有 规范 正 交 基 (e1,… ,en), 使 得 
对 每 个 7 都 有 Te; = 和 je;. 如 上 面 的 讨论 , 这 说 明 了 的 作用 使 
体积 变 成 了 原来 的 | det T| 售 . 

现在 假设 Te LA(R") 是 任意 一 个 算 子 . 由 极 分 解 (7.41), 存 
在 一 个 等 距 同 构 Se L(V) 使 得 


T= SVT*T. 
若 QcR", 则 了 (9Q) = 5(V7T*T(0)). 因此 


volume T(Q) = volume S(VT*T(D)) 
= volume VT*T(O) 
= (det VT*T)(volume 1) 
= |det T|(volume ©), 
其 中 第 二 个 等 式 成 立 是 因为 等 距 同 构 5S 不 改变 体积 (如 上 面 


的 讨论 ), 第 三 个 等 式 成 立 是 根据 前 面 的 讨论 (应 用 于 正 算 子 
VT*T), 第 四 个 等 式 成 立 是 根据 10.37. 本 


| 


ee 各 


ie Ce Se i i a 
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上 面 的 定理 导致 了 行列 式 在 重 积 分 的 变量 替换 公式 中 的 出 
现 . 要 说 明 这 一 点 , 我 们 还 是 要 使 用 含糊 而 直观 的 语言 . 如果 
Qc R", 并 且 上 是 0 上 的 一 个 实 值 函 数 (不 必 是 线性 的 ), 那 
么 了 在 Q 上 的 积分 (integral)， 记 为 /或 者 | fas 定 

/4 02 

义 如 下 : 将 分 成 足够 小 的 小 块 使 得 f 在 每 个 小 块 上 几乎 都 是 
常数 ; 在 每 个 小 块 上 用 f 的 值 (几乎 是 常数) 乘 以 这 个 小 块 的 体 
积 , 然后 再 对 所 有 的 小 块 求 和 , 就 得 到 了 积分 的 一 个 近似 . 对 9 
的 分 块 越 细 , 这 个 近似 就 越 精确 . 9 实际 上 应 该 是 一 个 适当 的 集 
合 (例如 , 开 集 或 可 测 集 ), 并 且 f 也 应 该 是 一 个 适当 的 函数 ( 例 
如 , 连续 的 或 可 测 的 ), 但 是 我 们 不 必 担 心 这 些 技术 问题 . 注意 到 
人 f(a)ae 中 的 > 应 该 是 一 个 呈 变 量 , 可 以 用 其 他 任何 符号 代 答 

固定 集合 0Q C R" 和 函数 (不 必 是 线性 的 ) o : 0 一 R?. 我 
们 将 用 o 对 积分 做 变量 替换 . 在 做 变量 替换 之 前 希 要 定义 o 的 


导数 (derivative), 这 个 概念 用 到 了 线性 代数 . 对 于 ze 9, o 
在 z 点 的 导数 是 一 个 算 子 Te L(R"), 使 得 


or + oo) -Tyll 
vb 四 


如 果 存 在 满足 上 式 的 算 子 Te C(R"), 则 称 o 在 z 点 是 可 微 的 
(differentiable). 如 果 o 在 xz 氮 是 可 微 的 , 那么 存在 唯一 的 算 


0. 


子 TeL(R") 满足 上 面 的 等 式 (我 们 将 略 去 其 证 明 ). 这 个 算 子 


7 记 为 o'(z)， 直观 地 说 , 我 们 的 想法 是 , 对 固定 的 > 和 很 小 的 
loyl，c(z) + (o'(7x))(y) 是 o(z 十 y) 的 一 个 很 好 的 近似 (注意 到 
o'(z) < L(R"), 所 以 这 种 写法 是 有 意义 的 ). 注意 , 对 固定 的 z， 
加 上 c(z) 不 改变 体积 . 所 以 , 如 果 工 是 9 的 一 个 包含 zx 的 小 子 
集 , 那么 volumeo(T) 近似 于 volume (o’(x))(T). 

因为 v 是 从 Q 到 Rn 的 函数 , 所 以 可 以 写成 


oz) = (01(2),... ,on(7)), 


其 中 每 个 oj 都 是 从 8 到 R 的 函数 . oj 对 第 个 坐标 的 偏 导 
数 记 为 Dioj;. 求 这 个 偏 导 数 在 点 x € 的 值得 Dko;(x). 如 果 
r 在 zx 点 是 可 微 的 , 那么 o'(z) 关于 Rn 的 标准 基 的 矩阵 的 第 7 
行 第 列 元 素 为 Dkoj(z) (我 们 将 略 去 其 证 明 ). 也 就 是 说 ， 


如 果 玫 =1 那 
么 这 种 意义 下 
以 -一 元 微 积 分 
中 通常 意义 下 
的 导数 所 诱导 
的 也 上 的 算 子 . 


Dioi(X) :1:: Dnoil(7) 


10.39 MI(o’(x)) = 


Dion(x¥) :1:.: Dnon(z) 


议 o 在 0 中 的 每 一 反 都 是 可 微 的 , 并 且 o 在 Q 上 是 单 的 . 二 
令 f 是 定义 在 o(Q) 上 的 实 值 函 数 . 令 x e Q, 并 且 工 是 9 的 一 下 
个 包含 x 的 小 子 集 . 上 面 注意 到 
volume o(T) ~ volume(a' (zx))(T), 
其 中 符号 ~ 表示 约 等 于 . 由 10.38 即 得 
| 
volume o(T) ~ ldet o (x)I(volume T), : 
Qn o(7)， 在 上 式 左 站 乘 以 f(y), 右 叮 乘 以 f(o(z)) (因为 : 
y -ae 所 以 这 两 个 量 是 相等 的 ) 得 到 : 
10.40 f(y)volume o(T) ~ fl(o(zx))|det oa (x)|(volume TT). | 
现在 , 把 Q 分 成 许多 小 块 , 并 且 把 10.40 对 所 有 的 小 块 求 和 , 得 


到 
10.41 网 fy)dy = 人 f(o(z))|det o' (x)|dx. 


这 个 公式 就 是 我 们 想 要 的 结果 , 称 为 变量 替换 公式 , 因为 你 可 以 
把 yy = o(x) 看 作 一 个 变量 替换 . 
进行 变量 替换 的 关键 是 要 像 10.41 右 端 那样 包含 因子 | det 
o'(z)|. 最 后 , 通过 两 个 重要 的 例子 来 说 明 这 一 点 . 当 n= 2 时 ， 
如 果 你 不 熟悉 “可 以 利用 由 极 坐标 诱导 的 变量 替换 . 在 这 种 情况 下 , o 定义 为 
极 坐 标 和 球 坐 
标 可 以 跳 过 本 o(7,0) = (r cos0,r sinO), 
熟悉 极 坐 标的 人 显然 都 知道 为 什么 我 们 在 这 里 使 用 r,9 作为 坐 
标 , 而 不 用 zx1, zz (而 对 其 他 人 来 说 却 很 神秘 ). 对 于 o 的 这 个 选 
取 , 你 应 该 验证 , 相应 于 10.39 的 偏 导数 的 矩阵 是 


FE i a = 
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coSO —rsing 
I 六 COS 0 | 
上 面 矩 阵 的 行列 式 等 于 7, 这 就 解释 了 在 利用 极 坐标 计算 积分 时 
为 什么 需要 因子 7. 
最 后 , 当 了 = 3 时 , 可 以 利用 由 球 坐 标 户 寻 的 变量 奉 换 . 在 
这 种 情况 下 , o 定义 为 


o(p, Pp,0) 一 (Lpsinwocosb0psinopsinbpcosh)， 


熟悉 球 坐 标的 人 显然 都 知道 为 什么 我 们 在 这 里 使 用 p,6,p 作为 
坐标 , 而 不 用 zi, x2, zs (而 对 其 他 人 来 说 却 很 神秘 ). 对 于 o 的 
这 个 选取 , 你 应 该 验证 , 相应 于 10.39 的 偏 导 数 的 矩阵 是 


sinwcos0O pcospcos0 一 psinwsinl 
snwosn0O pcospsin@ psinocos | ， 


COS 一 DSin 0 


你 还 应 该 验证 ,上 面 矩 阵 的 行列 式 等 于 p? sin p, 这 就 解释 了 在 
;利用 球 坐 标 计算 积分 时 为 什么 需要 因子 p? sin w 
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Ek 


[NY 


CA 


< 有 


11. 


12. 


习 是 


. 设 Te L(V), 并 设 (v1,… ,vn) 是 V 的 基 . 证 明 : M(T, (oa 


… ,vn)) 是 可 道 的 当 且 仅 当 是 可 递 的 


. 证明: 如 果 A 和 B 是 大小 相同 的 方 阵 , 并 且 4B = 工 那 


么 BA=I. 


. 设 Te L(V) 关于 V 的 每 个 基 的 矩阵 都 相同 . 证 明代 是 恒 


等 算 子 的 标量 倍 . 


. 设 (wu ,Un) 和 (v1,… ,vn) 部 是 V 的 基 , 并 设 算 子 了 < 


L(V) 使 得 对 = 1,…,n 都 有 Tw = wk. 证明 


AT (v1, ,Vn)) = MI, (Way ,Un), (ul ,Vn)). 


. 证明: 如 果 B 是 一 个 复方 阵 , 那么 存在 可 逆 复 方 阵 4 使 得 


A :BA 是 上 三 角 甜 阵 . 


. 举 出 实 向 量 空间 V 及 Te L(V) 的 例子 , 使 得 trace(T?) < 


0. 


. 设 V 是 实 向 量 空间 , Te L(V), 并 且 V 有 一 个 由 了 的 本 征 


器 量 组 成 的 基 . 证 明 trace(T?) > 0. 


. 设 V 是 内 积 空 间 , 并 且 ww € L(V).， 定义 Te L(V) 为 


Tu 一 (u,v)w. 求 traceT. 


. 证 明 : 如 果 P e L(V) 满足 P2 = P, 那么 trace 书 是非 负 整 


数 . 


. 证 明 : 如 果 V 是 内 积 空间 , 并 且 Te L(V), 那么 


trace 7T™ = trace T. 


设 V 是 内 积 空间 ， 证 明 : 如 果 Te L(V) 是 正 算 子 , 并且 
trace 下 一 0, 那么 全 = 0. 


设 算 子 Te C(C3) 的 矩阵 为 


2 | 
让 bt 


et 


二 i 


Ma sp 省 : 


| 
间 
和 


ok -12 二 
60 一 40 一 28 
07 一 68 1 


并 且 己 知 -48 和 24 是 TT 的 本 征 值 . 不 用 计算 机 也 不 用 笔 ， 
求 工 的 第 三 个 本 征 值 . 
13. 证 明 或 举 反 例 : 如 果 Te L(V), 并 且 ce F, 那么 
trace(cT) = ctraceT. 
14. 证 明 或 举 反 例 : 如 果 5,T e L(V), 那么 


trace( ST) = (trace S$)(trace7). 


15. 设 Te L(V). 证 明 : 如 果 对 所 有 S e L(V) 都 有 trace(ST)= 


0, 那么 荆 = 0. 


16. 设 V 是 内 积 空间 , 并 日 Te L(V). 证 明 : 如 果 (ei,:…. ,e,) 
是 V 的 规范 正 交 基 , 那么 


trace (T*T) = ||Teil? + .+ |Te,l|*. 
证 明 上 式 右 端 与 V 的 规范 正 交 基 (ei1,… ,en) 的 选取 无 关 . 


17. 设 V 是 复 内 积 空间 , Te L(V), 并 设 入 ,… ,和 是 了 的 本 
征 值 , 按照 重 数 重复 . 设 


是 关于 V 的 某 个 规范 正 交 基 的 矩阵 . 证 明 
Di te > Dl 


k=1 j=1 
18. 设 V 是 内 积 空 间 . 证 明 
(S, T) 一 trace(97”) 


定义 了 L(V) 上 的 一 个 内 积 . 
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习题 19 对 无 限 ”19. 设 V 是 内 积 空 间 , 并 且 Te L(V). 证 明 : 如 果 对 每 个 ve V 
维 内 积 空间 不 都 有 
成 立 , 从 而 引出 [Tw < |Tv, 
Mr 那么 了 是 规范 的 
算 子 , 亚 正规 算 有 。 


己 经 比较 成 熟 . 、 ir 
径 比 绞 成 了 det(c7 ) — cqm ”det 人 


21. 证 明 或 举 反 例 : 如 果 5S,T e L(V), 那么 
det(S + TT)= det 9 十 qet 工 . 
22. 设 4 是 分 扎 上 三 角 矩 阵 


4 * 


Sk aa me Pe N47. i TA A Fe A 


L 0 A 
其 中 对 角 线 上 的 每 个 A; 都 是 方 阵 . 证 明 
det A = (det 41) (det A,,). 


23. 设 4 是 一 个 n xn 的 实 甜 阵 . 令 5 es C(C") 是 C" 上 的 
算 子 , 矩阵 为 4, 而 Te L(R") 是 R* 上 的 算 子 , 矩阵 也 为 
A. 证 明 traceS = traceT, 并 且 det 9 = detTT. 

24. 设 V 是 内 积 空 间 , 并 且 Te L(V). 证 明 


det1™ = det 了 


由 此 证 明 |detT| = det VT*T, 这 给 出 了 一 个 与 10.37 不 同 
的 证 明 . 

25. 令 a,b,c 为 正 数 . 求 一 个 集合 Q C R3 和 一 个 算 子 T < 
C(R3), 使 得 T(Q) 等 于 椭 球 


7 


2 2 
此 y 名 


假设 己 知 9 的 体积 , 求 上 面 椭 球 的 体积 . 


SAE 
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procedure), 108 
根 (root), 64 
共 轿 转 置 (conjugate transpose), 120 
广义 本 征 向 量 (generalized 
eigenvector), 164 
规范 正 交 的 (orthonormal), 106 
规范 正 交 基 (orthonormal basis), 107 
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核 (kernel), 41 
恒 等 映 射 (identity map), 38 


J 


基 (basis), 27 

基 变 换 (change of basis), 216 

积分 (integral), 241 

极 小 多 项 式 (minimal 
polynomial), 179 

加 法 (addition), 9 

和 矩阵 (matrix), 48 

矩阵 的 本 征 值 (eigenvalue of a 
matrix), 194 

矩阵 的 对 角 线 (diagonal of a 
matrix), 83 

矩阵 的 行列 式 (determinant of a 
matrix), 229 

矩阵 的 道 (inverse of a matrix), 214 

绝对 值 (absolute value), 69 
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可 道 的 (invertible), 53, 214 

可 逆 和 矩阵 (invertible matrix), 214 

可 微 的 (di.erentiable), 241 

柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 (Cauchy-Schwarz 
inequality)，104 
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立方 体 (cube), 238 
零 空 间 (null space), 41 
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满 的 (surjective), 44 
攻 堆 的 (nilpotent), 167 
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内 积 (inner product), 99 
内 积 空间 (inner-product 
space), 100 
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欧 几 里 得 内 积 {Euclidean inner 
product)，100 
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排列 (permutation), 226 
排列 的 符号 (sign of a 
permutation), 228 
平方 根 (square root), 145 
谱 定 理 (Spectral Theorem), 133, 136 
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齐 次 (homogeneous), 47 
奇异 矩阵 (singular matrix), 214 
奇异 值 (singular value), 155 
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三 角 不 等 式 (Triangle 
Inequality)，105 

上 三 角 的 (upper triangular), 83 

实 部 (real part), 69 

实 谱 定 理 (Real Spectral 
Theorem), 136 

实 向 量 空间 (real vector space), 9 

实 疝 量 空间 的 凯 莱 -哈密 顿 定 理 
(CayleyHamilton Theorem for 
real vector spaces), 207 
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(characteristic polynomial of an 
operator on a real vector 
space), 206 

首 一 多 项 式 (monic polynomial), 179 

算 子 (operator), 57 

算 子 的 本 征 值 (eigenvalue of an 
operator), 77 

算 子 的 行列 式 (determinant of an 
operator), 222 

算 子 的 迹 (trace of an operator), 217 


OE 


算 子 的 矩阵 (matrix of an 
operator), 82 

算 子 的 立方 根 (cube root of an 
operator), 159 


算 子 的 平方 根 (square root of an 
operator), 159 
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特征 值 (characteristic value), 77 
体积 (volume), 238 
同 构 的 (isomorphic), 55 
投影 (projection), 92 
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维 数 (dimension), 31 
无 限 维 的 (infinite 


dimensional), 23 
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线性 变换 (linear transformation), 38 


线性 泛 函 (linear functional), 117 

线性 无 关 的 (linearly 
independent), 23 

线性 相关 (linearly dependent), 24 

线性 相关 性 引 理 (Linear 
Dependent Lemma), 25 

线性 映射 (linear map), 38 

线性 映射 的 矩阵 (matrix of a 
linear map), 48 

线性 映射 的 逆 (inverse of an 
operator), 53 

线性 张 成 (linear span), 22 

线性 子 空间 (linear subspace), 13 

线性 组 合 (linear combination), 22 
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象 (image), 43 

回 量 (vector), 6, 10 

器 量 的 矩阵 (matrix of a vector), 52 
问 量 空间 (vector space), 9 

虚 部 (imaginary part), 69 


Y 


一 对 一 的 (one-to-one), 43 

上 爱 上 (onto), 44 

西 算 子 (unitary operatcr)，148 
有 限 维 的 (finite dimensional), 22 
域 (field), 3 

元 组 (tuple), 4 

约 当 基 (Jordan basis), 186 


Z 


张 成 (动词 ) (span), 22 
张 成 (名 词 ) (span), 22 
整除 (divide), 180 
正 负 号 函数 (signum), 228 
正规 的 (normal), 130 


正 交 补 (orthogonal complement), 111 


正 交 的 (orthogonal), 102 


正 交 算 子 (orthogonal operator), 148 


正 交 投 影 (orthogonal 
projection), 113 

正 算 子 (positive operator), 144 

直 和 (direct sum), 15 

值 域 (range), 43 

转 置 (transpose), 120 

自 伴 的 (self-adjoint), 128 

子 空间 (subspace), 13 

子 空间 的 和 (sum of subspaces), 14 

组 (list), 4 

坐标 (coordinate), 4 
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